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HAUPTAUFSATZE 


Berechnung der Kräfte und Momente, 
die strömende Flüssigkeiten auf ihre Begrenzung ausüben. 
Von M. LAGALLY in Dresden. 


eit Dirichlet kennt man den paradoxen Satz, daß eine Kugel in,einer vollkommenen, 

stetige strömenden Flüssigkeit keine Kraft erfährt, also selbst ohne Widerstand in 

der Flüssigkeit bewegt werden kann; daß sich ein Körper von beliebiger (Gestalt 
ebenso verhält, ist öfter behauptet als bewiesen worden. Der Widerspruch zwischen dem 
Satz und den in der Natur beobachteten Tatsachen löst sich durch die Erkenntnis, daß 
die beim Dirichletschen Paradoxon vorausgesetzte, besonders einfache Strömung in der 
Natur überhaupt nicht vorkommt: daß sich vielmehr hinter dem eingetauchten Körper 
stets Wirbel ausbilden, deren Existenz für das Auftreten eines Widerstandes von erund 
legender Bedeutung ist. Einer der glänzendsten Erfolge dieser Erkenntnis ist die 
Prandtlsche Tragflächentheorie.. Nachdem es schon vorher gelungen war, durch eine 
geistreiche Umgehung der wesentlichen Schwierigkeit wenigstens den Tragflächen- Auftrieb 
mathematisch zu erfassen, konnte Prandtl den Widerstand des Tragflügels auf eine 
»Induktions«e-Wirkung des Systems der abgelösten Wirbel zurückführen, das dem Zweck 
der Theorie entsprechend in einfacher Form eingeführt ist. 

Die folgende Untersuchung, auf keine bestimmte praktische Anwendung zu 
geschnitten, aber trotzdem aus der Erkenntnis der Bedeutung hervorgegangen, welche 
die in der Flüssigkeit enthaltenen Wirbel für den Strömungsdruck besitzen, beschränkt 
die Alleemeinheit des Wirbelsystems nicht durch die Bedingungen eines bestimmten 
Problems, sondern nur durch die Grenzen, welche die mathematischen Schwierigkeiten 
ziehen. Es ergab sich dabei die Notwendigkeit, aus Gründen der mathematischen Analvse 
außer dem Auftreten von Wirbeln noch eine weitere physikalisch mögliche Erscheinung 
zuzulassen, obgleich sie für die Anwendungen bisher noch keine Bedeutung gewonnen 
zu haben scheint, nämlich das Auftreten von Quellen in der Strömung. 

Die in einer Flüssigkeit vorhandenen Quellen und Wirbel sind maßgebend für die 
in der Flüssigkeit herrschende Bewegung; ihre Verteilung bestimmt die Bewegung auch 


l 


Mit der Berechnung der Kräfte allein beschäftigt sich, unter etwas engeren Voraussetzungen 
meine Untersuchung »Ueber den Druck einer strömenden Flüssigkeit auf eine geschlossene Fläche: 
Sitzungsber. d. bayr. Akad. d. Wissensch. 1921, S. 209 u. f. 
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analvtisch.. Ein besonders einfacher Ausdruck läßt sich für die Geschwindigkeit als 
Funktion der @Qnuellen- und Wirbelverteilung angeben, wenn die Flüssigkeit unbegrenzt 


ist. Weniger einfach liegen die Verhältnisse, wenn die Flüssigkeit beerenzt ist, d.h. 
entweder das Innere eines Hohlraumes erfüllt oder durch eingetauehte Körper in ihrer 
Ausbreitung beschränkt ist; dann übt auch die Gestalt der Grenzfläche einen Einfluß 
aus, der nur durch Lösung einer Randwertaufgabe bestimmt werden kann. 

Die Geschwindigkeit an irgend eirer Stelle im Innern oder an der Grenze einer 
Flüssigkeit ist nun aber maßgebend für den dort herrschenden Druck. Infoleedessen 
ergibt sich der gesamte Druck einer strömenden Flüssiekeit auf ihre Begrenzung durch 
Summierung der lokalen Drucke längs der Begrenzung; und in ähnlicher Weise das 
Mowent des Strömungsdruckes. Mithin erscheint auch der Strömungsdruck und sein 
Moment als Funktion der Verteilung der in der Flissigkeit enthaltenen (Quellen und 
Wirbel; von ihnen sind die analvtischen Ausdrücke für diese beiden Größen in erster 
linie abhändige und nur mittelbar von der Gestalt der Grenze: sie lassen bei Abwesen 
heit von Quellen und Wirbeln die volle Gültigkeit des verallgemeinerten Dirichletschen 
Satzes erkennen, und umschließen bei Anwesenheit von Wirbeln die bisherigen Theorien 
über Fälle des Strömungsdrucks. 


% 


1. Ziel und Voraussetzungen der Untersuchung. In der Prandtlschen Trag 


flügeltheorie ') lassen sich die Auftriebs- und Wiıderstandskräfte, welche die Tragfläche 
erfährt, angeben, sobald die Verteilunz der vom Flugzeug abgelösten freien und der 


die Tragfläche ersetzenden gebundenen Wirbel bekannt ist. Die Gestalt der Trag 
tläche spielt eine untergeordnete Rolle und braucht ebenso wie das Tragflächenprofil in 
der ebenen Theorie gar nicht näher bekannt zu sein 

Damit tritt eine Eigenschaft der Strömungen einer idealen Flüssigkeit und der 
dabei auftretenden Kräite zutage, die, wie gezeigt werden soll, erheblich allgemeiner ist: 
Wenn eine stationäre Strömung das Innere einer „eschlossenen Fläche erfüllt, so hängt 
der von der Flüssirekeit auf die Fläche auseeübte Druek und sein Moment 
ausschließlich von der Verteilung der Quellen und Wirbel in der Flüssig- 
keit und von der an ihrem Ort herrschenden Geschwindigkeit ab; von der 
Ges alt der Begrenzung nicht unmittelbar, sondern nur insofern, als die Verteilung der 
Geschwindigkeit durch die Begrenzung bedinot ist. Äehnliches gilt, wenn die Flüssigkeit 
den Außenraum erfüllt, jedoch muß in diesem Fall auch die analytische Fortsetzung der 
Strömune in den Innenraum bekannt sein. 

Die fol&eende Untersuchung ist von größerer Alloemeinheit, als die Anwendung auf 
die Tragflügel-'Theorie erliordern würde. Die Flüssigkeit soll den Innenraum J oder 
Außenraum A einer geschlossenen Fläche F erfüllen. Im ersten Fall kann die Fläche 
ein- oder mehrfach zusammenhängend sein; im letzteren kann sie außerdem in mehrere 


eetrennte Flächen zerfallen. Die Strömung soll stationär sein und mit gewissen, noch 
näher zu bestimmenden Einschränkungen beliebige verteilte Quellen- und Wirbelfelder 
besitzen, die durch Grenzübergang in diskrete, punkt-, linien- oder flächenförmig ver- 
teilte Singularitäten von unendlicher Dichte ausarten können. Zunächst aber sollen sie 


mit Rücksicht auf die Stetiekeitsbedingungen, die für die Sicherstellung einiger Umfor- 
mungen von Raum- und Flächeninteeralen erforderlich sind, kontinuierlich ausgebreitet 
angenommen werden 
Die Strömung braucht also kein Geschwindigkeitspotential zu besitzen; die Existenz 
eines solchen wird wen'gstens nicht für die ganze Strömung vorausgesetzt, mithin auch 
die Gleichheit der Strömungsenergie für alle Stromfäden (der Konstanten in der Ber- 
noullischen Gleichung) für das Innere der Flüssiekeit nicht gefordert‘). Jedoch soll 
die Strömung an der Begrenzungsfläche selbst den Charakter einer Potentialströmung 
haben; mindestens soll das Heranziehen der Singularitäten an die Begrenzung nur unter 
der Bedingung gestattet sein, daß wenigsiens an der Begrenzungsfläche selbst die Gültig 
keit der Bernoullischen Gleichung 
+ = konst.. | un L) 


d 2 


(p Druck, v» Geschwindigkeit, 0 Dichte) für einen festen Wert der Konstanten gesichert 
ist. Damit ist u.a an der Begrerzungsfläche das Umfließen scharfer Kanten mit großer 
Geschwindigkeit unter Entstehung negativen Druckes ausgeschlossen. Die physikalische 


Bedeutung obiger Forderung ergibt sich folgendermaßen: Der Gradient der linken Seite 


L. Prandtl, Tragflügeltheorie, I. u. II, Mitteilung, Göttinger Nachrichten 1918 u. 1919. 


*) Im Gegensatz zu Prandtl. 
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von (1) ist Null: Vpyr+'hVv 0. Vergleicht man diese Gleichung mit der Euler 


schen Gleichung für die stationäre Strömung bei Abwesenheit von Raumkräjiten 


BE | \ P ı 


IN 


so folgt Vv’ D-WVv Nach einer bekannten vektoranalvtischen Umfiormung ist 
Vev’ 22-WD+220>xeurlv, also 
v curl v 0 J 


Außer für wirbelfreie Strömungen gilt somit die Bernoullische 
Gleichung mit einer für alle Stromlinien gleichen Konstanten auch dann, 
wenn die Wirbellinien mit den Stromlinien zusammenfallen Das trifft 
gerade die an den Hinterkanten der Tragflächen auftretende Erscheinung; 
die Wirbellinien der sich dort ablösenden Wirbelschicht verlassen die Tragfläche in 
Richtung der Stromlinien. 


2. Zusammenstellung einiger Umformungen. Fir die folgende Untersuchung 
werden mehrere Umwandlungen von Flächenintegralen in Raumintegrale, und von Kurven 
integralen in Flächenintegrale verwendet, die ich, um den Gang der Untersuchung nicht 
durch formale Ueberlegungen unterbrechen zu missen, eingangs zusammenstelle 

Es sei n der Eınheitsvektor in Richtung der positiven Normalen der Fläche F, 
diese soll bei berandeten Flächenstücken mit dem Umlaufissinn eine Rechtsschraube 
bilden, bei geschlossenen Flächen nach innen gehen; dw das Oberflächenelement; dı 

do das orientierte Flächenelement; «dr das Raumelement; tr der Ortsvektor für einen 
Punkt der Fläche F; ıv oder 8 der Orisvektor für einen Punkt des Randes Ü. Ferner 
sei g ein Skalar, v ein Vektor, ® ein Tensor, welche gewissen Stetigkeitsbedingungen 
genügen, die für die Gültigkeit des Gaußschen Integralsatzes hinreichen. Dann gelten 
folgende Gleichungen: 


a V-.ddr v-do (Gaußscher Integralsatz), 
h 

b) |V gdr= Ipdo’); also [do —= 0 für geschlossene Flächen, 

J F 
c) I|V.%b dr do. b' 

J F 
d |Vv <xtrdr= — [.d 0 x 0°); also Id u xXr= (0 für geschlossene Flächen, 

J F f 
eo) II x<V- Bde = — N <(do-“b) für symmetrische Tensoren "; der Beweis 


‚ | 
ergibt sich, indem man in c) den T'ensor # durch >= D ersetzt 


f Vxov-do= Iv ds (Stokesscher Integralsatz), 


I), Die Prandtlsche Theorie führt Raumkräfte ein und kommt gerade dadurch zum Ziel. 
?) Bezeichnung der Vektoren nach Gibbs: W-DB skalares Produkt, AB Vektorprodukt 


#, (} () 


ADB Gibbssche Dyade (dyadisches Produkt); V =i +] +Tt : S7 vor einem Skalar: Gradient 
() ce) 7 65 
YV vor einem Vektor: Divergenz (div); VW vor einem Vektor: Rotation (eurl 
) Gibbs-Wilson, Veetor Analysis, S. 256. — *) ebenda S. 409. ) ebenda S. 257. ’) ebenda 


S, 255; zuerst bei A. Föppl »Einführung in die Maxwellsche Theorie«., 
") Nach dem Stokesschen Integralsatz; die Gleichung h) ergibt sich aus f) in derselben 
Weise wie c) aus a). Gibbs S. 409. 
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Diese hängen nuı n der Verteilung der Quelleı ınd Wirbel und n den in 
den Punkten des Quellen- und Wirbelfeldes bestehenden Geschwindiekeiten ab Alleı 
dings darf, wie schon erwähnt, nicht übersehen werden lab diese (reschwindiekeiten 
selbst durch die Gestalt der Oberfläche wesentlich eeinflußt erdeı 
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5. Die Zusatzglieder bei der „äußeren Aufgabe“. Von der Lösung deı 


nneren \uleabe unterschelden 1Cn | (rleilehunren durel 1as Auftreten zweier 

Zusatzelieder, die ietzt zu berechnen sind Nach den getrolfienen Vereinbaruneen besitzt 

die Strömung im Unendlichen höchstens eine endliche Geschwindiekeit (in ihrer Richtuno 

oll die positive X-Achse anrcrenommen werden) und ein Geschwindiekeitspotential da 
- B | P; 

1 I N n 2 I Eon dem 4 4 . ‚ F to | 1 
ın eine nach fallenden Potenzeır des Absolutwertes les Ortsvektors Tortschreitende 
>» n 2 : . I nr; 
heihe entwickelt werden kann 
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ıinen konstanten Zäh ' I)1e toleendeın onner » le; ( le} 
aplaceschen Gleichune durel inen Differentiationsprozeß abeeleit: werdeı 
elchnet man mit die Diiferentiationen nach k verschiedenen Richt 
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ind mit ®, eine Konstante, so läßt sich die allgemeinste harmonische Kugelfunktion 
k)ter Ordnung in der Form darstellen: 


oder auch 


/ t 
v ı iv n 
r 


in diesen Richtungen bedeuten. Diese Darstellung 


die Einheitsvektoren 
k)te Kurelfunktion das Feld einer Quelle k. Ord- 


wenn (,, 
ist hvdrodvnamisch wichtie, da die 


nung im Anfangspunkt ergibt’ 


"ir unseren Zweck wurden nur Glieder bis zur Ordnung 2 gebraucht; dann ist 


A N 
G-T)- 4 | (9), 


wo A eine skalare, (% eine vektorielle Konstante bedeutet. Dann ist die Geschwindigkeit 
bis auf die Glieder zur Ordnung 
V vg Lv 6 De BY VY)W ‚. (9 


WW 
4 


Führt man für die Kugel den Einheitsvektor in Richtung der inneren Normalen ein, 


Damit ergeben sich die Fundamentalreihen für das Geschwindigkeitspotential und 


die Geschwindigkeit: 
{ En; 
1 “ 10), 


1} IN j >28 y 
{ 10 


aufgetretenen Zusatzintegrale be: 


Mit Hilfe dieser Reihen lassen sich die in (7 
zuge- 


rechnen Hierzu ist noch notwendig, in das orientierte Flächenelement do den 
hörieen räumlichen Zentriwinkel «Je einzuführen: es ist 
do r“ de: also do irtde 


Dann ergeben sich die über die Kugelfläche zu integrierenden Diiferentiale durch 


eine einfache Zwischenrechnuneg: 


) 
v’d tıeN I PR u FvwEn | 
s 
16 (Si Sn) ® de,, (u 
dd } - } ıAı j 
H I. 
(>n (\ nx< 061 vn d 





dieser Reihen über die Kugel verschwinden für r > = sämt- 


Bei der Integration 
Ma: kann sich also vor dem Grenzübergang 


liche Glieder mit negativen Potenzen von 7 
auf die Integration derjenigen Glieder beschränken, in denen der Exponent von r positiv 


oder Null ist. Dabei treten folgende Integrale über die Einheitskugel auf: 


Li I 7 
In (dı — (0 nach b 
| Ind: 





Heft ı La v. Berechı er Kräfte und Moment: 415 


N | S 
“ 
{ | xdrinach b n (3 >, 
7 
| £ 


Damit werden die Grenzwerte der Zusatzintegrale für r > « 


a R se?d —= 4nı Av. / 

Br; f 12) 
vd I 7 (S 

K / 

Diese Ausdrücke sind in einzuführen; dabei kann man sich auch von dem 
eingeführten Einbeitsvektor I wieder frei machen, indem man iv, =!t, setzt. Dann 
ereibt sich foleende vorläufiee Lösune der Äußeren Aufeabe: 

L\ IneAY„ te] dpdivvrdar—o| curlvdr, 
13 
ar an 04 div 7 o| curlv| dr \ 


ua 


Es hängen also in diesem Fall Druck und Moment außer von den bei der »inneren 
Aufgabe« vorkommenden Größen noch von der Geschwindigkeit im Unendlichen und von 


einer skalaren und einer vektoriellen Konstanten ab, welche in den beiden ersten Gliedern 
der Reihenentwicklunze des Geschwindigkeitspotentials oder der Geschwindigkeit im Un 
endlichen auftreten 

Wenn die Strömung n Außenraun ımellen- und wirbelfrei ist, jedoch im Un- 


llıcehe Geschwindiekeit besitzt. so reduzieren sich Kraft und Moment 


endlichen eine en: 


auf die Zusatzelieder Ks ist jedoch bekannt und kommt auch im folgenden noch zur 
Sprache, daß in einer singularitätenfreien Strömung die Konstante A verschwindet; von 
($ gilt nicht das gleiche. Also übt eine reine Translationsströmung auf einen 


eingetauchten Körper zwar keine Kraft, aber im allgemeinen ein Dreh 
moment aus Es ist leicht einzusehen, daß für veränderliche Richtung von d_ der 
Zusammenhang von b_ und ® durch eine lineare Vektorfunktion gegeben ist; infolge 
dessen gibt es für jeden Körper 3 »Anstellrichtungen«, für die auch das Drehmoment 
verschwindet 


6. Die zur „äußeren Aufgabe“ gehörige Randwertaufgabe. Auch die 


beiden Konstanten A und ®, die in den Zusatzeliedern auftreıen, lassen sich durch div v 
und enrl vd ausdrücken Hierzu hat man die Strömung aus den vorgegebenen Quellen 
und Wirbelfeldern synthetisch aufzubaueı dazu ist allerdines notwendig, daß dıe Ver 
teilung dieser Felder nicht nur im Außenraum Ä bekanntist, sondern daß auch die feste 
Begrenzungslläche F durch eine Verteilung von Singularitäten ersetzt ist. Diese Forderung 
kann auf verschiedene Weise befriedivot werden 7. B. kann man auf F Quellen und 
Doppelqnellen oder auch nur Doppelquellen oder Wirbellinien so verteilen, daß sıe zu 
sammen mit den wegeeebenen Sinreularitäten und der geerebenen (seschwindiekeit im Un 
endlichen eine Strömune erzeuren, welche an F taneential ist, und im Innenraum har 
monisch ist, ja sorar ruhen kann Dazu ist allerdines, wenn die Strömune im Außen 
raum nicht von vornherein bekannt ist, die Lösung einer zweiten kandwertaufgabe er 
forderlich Ein anderer Wez besteht darin, die Lösung der zweiten Randwertaufgabe für 
den Außenraum, die im Außenraum harmonisch ist, in den Innenraum hinein analvtisch 
fortzusetzen; dort lieren ihre Singularitäten als verallgemeinerte Thomsonsche Bilder 
der „regebenen >ingularitäten der Strömune im Außenraum Wenn allerdings diese 


unktion, wie es die Regel sein wird, im Innern verzweigt und mehrwertig ist, führt der 








VAT. 


Wunsch, mit nur einer Ueberdeckune des Raumes auszukommen, auf den 
zurück 





ersten Weg 


eine reeienete Verteilunze von (Juellen und Wirbeln auf den Uebergangsflächen 


des Riemannschen Raumes ersetzt die aus deı ‚(deren Ueberdeckungen kommende 
Strömung 
Die erwähnte Verwendung des Prinzij homsonschen Bilder bietet auch 
eine Möglichkeit ‘oO der indessen eiterhin ] n Gebraueh gemacht werden soll, die 
iußere Aulga ständie auf die innere zuriü« ufüuhreı Innen- und Außenraum 
sind I trömungen erfüllt lie beide 1 rel ır Beerenzuner verlaufen und dort 
teti; neinander übereehen Ks werden ı also Druck und Moment der inneren 
Strömung von den entsprechenden Größen der äußeren Strömune nur im Vorzeichen 
unterscheiden Das ist auch aus der analvtischen Behandlune zu erkennen 
Nach (6), st deı nneı D \ rue!) 
N ( | [1 | . 
' ' Rn 
er Druck } ann aber jetzt aufgefaßt werden 
: ıls Innend ler die eanze Kugel K, also J \er 
N tullenden, an F stetieen Strömung; also ist 
y | U) url ! 
7; | 11686 nung folet iı r la 
/ 4) | eDENSO 1ST YKı IN 
7. $ynthetischer Aufbau der Sirömung; Be- 
rechnung von A und Fin synthetischer Ausdruck 
jur die hwindiekeit n eineı Punkt P des Außen 
raumı reibt siel us de bekannte Kormel, welche 
inen Vektor iu el | ıellenfreien und einen wirbel 
4 reieı eil zerleet Daraus lassen sich dann die Kon 
stanten A und I berechn Für diese Unte rsuchung 
st ZUVOr Glc ch er Ortsvektoren zu verschärfen 
Ss sel ! 
der UOrtsvek welcher vom Anfangspunkt h dem Aufpunkt P führt, 
In Wi hem die (reschw liekeit ‚etrachtet wird 
bezw ler Ortsvektor ı inem Quellpunkt @ bezw. einem Punkt W eineı 
Wirbellinie, 
w das ee] nie elemen | Wirbellinie, 
| EZW die Entfernung des Aufpunktes P n einem (uellpunkt Q bezw 
) | | | 
Hi ell unkt W eine Virl 
| Ferner 50 das Zeichen der vekt Differentiation, bezogen auf eine 
unktion r Koordinaten zweier Punkte, als Ind« die Bezeichnung desjenieen Punktes 
rhalten, in dem die Differentiation ausgeführt wird; nur die Differentiation im Aufpunkt 
P sı mit ohne Ind: bezeiehnet werden Dabei ist zu bemerken, daß entsprechende 
Differentiationen einer | on « Strecl leı Endpunkten sich nur durch 
Voı cht In en B 
Bei gegebenem (Juellen- und Wirbelfeld läßt sich die Geschwindigkeit in einem 
Punkt des Feldes in foleender Wı larstellen 
rad E \ d } 
Verg e Behandlung ıtgrab Lit lur (le 5) 8 













































. 


wobei die Integrale über den ganzen Raum R=J+A zu erstrecken sind Diese 


Darstellung von vb setzt voraus, daß v von der Translationsgeschwindigkeit v„. abgesehe: 
im Unendlichen wie , verschwindet. Da dies im Strömungsfeld eines geradlinigen Wirbels 


nicht der Fall ist, sind ins Unendliche laufende Wirbellinien im allgemeinen von deı 


Betrachtune ausreschlossen. Nur bei parallelen Wirbelfäden von endlichem Abstand un: 


entgegengesetzt zleicher Zirkulation, wie sie etwa von der rückwärtigen Kante einer Trag 


fläche auseehen, ist eine hinreich: tarke Abnahme der Geschwindiekeit im Unendlichen 
oewährleistet, wenn man sie wie iı t im Enndlichen schließt 

Der Ausdruck (14) für oder das zugehörige Geschwindigkeitspotential ist jetzt 
zur Bestimmung von A und (8 nach fallenden Potenzen von r zu entwickeln Der von 


dem Quellenfeld herrührende wirbelfreie Teil der Strömung 


1j 


eradı 


besitzt ein Geschwindigkeitspotential 


Ta 
Fir - erhält man die Tavlorsche Entwieklune 
| 


wobei der Aufipunkt P festgehalten wird und die Differentiation im Antangspunkt OD aus 

zuführen ist Hält man statt dessen den Anfangspunkt fest und differentiiert im Auf 
| 

punkt, so ergibt sich die Entwicklung von nach Legendreschen Kugelfunk 


tionen in der Form 


Damit wird 


Der Vergleich mit (9) ode: läßt sofort die Beiträre Ao und Go erkennen, 
welche das Quellenield zu A und ( liefert 


\uch deı n dem Wirbelfeld rrübrend:« ıellenfreie Teil der Strömung 


besitzt unter den eetroffe en \ oraussetzungeın ein Potential in 
Unendlichen Setzt man d7z dY-ds, wo d! der orientierte (Quer Pl > 


schnitt einer Wirbelröhre, ds das gerichtete Linienelement längs ee 3 ) 


- . fi . ° .. ° . ° / + 
einer Wirbellinie L ist, und berücksichtigt, daß curlv und d: BR . 0X / 
parallel sind, so ist WERK 
Br, 
’ Iy / . ı y /r 1 ırın9l y j ee 
Curl i (LT ‘ uUrI l (I (L,x ( ır! /! ‘l vr \ 7 
- er WW 
Wenn man also durch das ganze Wirbelfel? eine (nicht 
I, 1 ) . : y. s s : hh 
eeschlossene Fläche F Abb legt, welche iede Wirbellinie ein 


nal schneidet, so ist 

















| 
TE u — 


Das Randintegral läßt s nat 


integral verwandeln über eine beli« 


unter Erweiterune des Sinnes der Be 


erner Ist nacn Iem STOKESSıi 


die Zirkulation um die Wirbelröhr: 


Aenderune des Vorzeichens durch Dii 


Nach einer bekannten Umiorm 


Berücksichtiet man, daß 


(tleichune „eenürt, so folet 


Damit ist der 7 


h dem Föpplschen Integralsatz (ze) in ein Flächen- 
| die die Wirbellinie L zum Rand hat 


hen Inteeralsatz (f 
{ rc 
1y Y\ I> , x 4 
rentiation n n einem Punkt von |] unter 


lerentiation In P ersetzen: dann wird 


ıßerhalb des Wirbeleebietes der Laplaceschen 


v\ elfeld herrühı lie Teil der Geschwindiekeit als 
(sradient eines Geschwindiekeitspoter 
da 
dareestellt, das einer Ssaı enoese t N { ve] von Doppel: Ielien ent 
spricht. Entwick | N S einnt die Reihe 
für 9... mit einem Glied Ordı 
j Id! | 

Weitere (Glieder sind für unseren Zwe nicht notwendie: denn der Vereleich 
mit (9) läßt bereits die Beiträge u1 v erkennen, die das Wirbelfeld zu A und © 
Ieler!i 

IdI |a 2 
T 

| Ill den letzteren \us ILUCk tm LIOrMEN. Ss dad © | W ie ler In deı (sestalt eines 
Rauminteerals erscheint, bemerkt man. 8 die äch \ | zusammeı mit dem 
Kerel, der ihre Berandune (€) \nfanespunkt verbindet, eine geschlossene Fläche 


bi det, die die 


Fihrt ıman eilzt wiıede) DD di 


on ds ınd BUrF 


rientierte Oberfläche Null besitzt Also ist, wenn man auf dem Kegel 


ie Normalenriehtune umkehrt. ‚’ der 


orientierten Oberfläche des Kegrels gleich 


fi ! ein unu erücksichtiet den Parallelismus 
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Durch Zusammenfassung von (18) und (21), (2 ergeben sich folgende svnthe 
tische Werte von A und \) 
A= | divvdr, © | to dvvdr+ tw x eurlv dr 22) 
t 7ı Ir Q 
R R 


Da in den weiteren Entwicklungen der Aufpunkt P zunächst nicht mehr voı 
kommt, sind Verwechslungen nicht zu befürchten, wenn von nun an unter Weglassung 
der Indices für to und tw gesetzt wird 


8. Lösung der äußeren Aufgabe. Mit A und 6 sind auch die Zusatzglieder 
ın (13) bestimmt, nämlich 


InoAY, ' | div vdrz 
) > 
ITD Ü r r\ I div ı d? | 01 i CGlrI dr \ 
1. [5 
Der 2 Summand des letzteren Ausdruckes läßt noch eine Umformun«s zu, die in 
formaler Hinsicht von Wichtiekeit ist Mit Hilfe des Entwicklungssatzes bestätigt man 
foleende Identität: 
, curl & . urit cur! + eurl .., 2 du Ita) 
Multipliziert man diese Gleichunz mit dem Raumelement dr=dt-ds einer 
Wirbelröhre von der Zirkulation curlv - dt, so läßt sich die rechte Seite in die Form 
eines vollständigen Differentials einer einwertigen Funktion bringen 
! 4 curld) —+ curlp (td, up V- eur] el? 

o a8) rd® ’ / d)| dd] cur j e 
infolgedessen besitzt das Integral über eine geschlossene Wirbelröhre und also auch über 
den ganzen Raum den Wert Null Also ist auch 

Du cur] A: ö curl \ 
R 
Demnach kann das 2. Zusatzglied in folgende endgültige Form gebracht werden 
17 1 \ I) 2 wii (7 4 0 | r) } 7; 29 
”n 
R 


letzt ergibt sich die Lösung der äußeren Aufgabe in foleender Form: 


Zus 
— 
nu 

a 
- 
ww 
nn 


Bemerkenswert ist für die formale Aehnlichkeit der Zusatzelieder 
mit den der Lösung der inneren Aufgabe entsprechenden Termen; sie geben 
die Lösune für das Innere der ins Unendliche wachsenden Kugel Für dv. 0 ver 
schwinden sie; in diesem Fall unterscheidet sich die L,ösunz der äußeren Aufgabe nicht 


von der der inneren 





9. Diskrete Singularitäten. Wenn statt der (mellen- und Wirbelfelder nur 
diskrete ein- oder mehrfache Quellen und einzelne Wirbelfäden auftreten, so vereinfachen 
sich die in den Ausdrücken für ‘% und VJ auftretenden Interrale. Da nämlich überall 
außer in den sineulären Punkten divv und curlv verschwindet und v endlich bleibt 
genügt es die Integrale statt über die ganzen (Gebiete J, A, R über beliebie kleine 
Teileebiete za nehmen, welche die Singularitäten enthalten Man wird also die Quell 
punkte durch Kugeln, die Wirbellinien durch Röhrenflächen einschließen, deren Radius 
regen Null abnehmen soll 
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Die Werte von A 


nd ergeben Sich, wenn man die Strömunge synthetisch auf 
baut Das Geschwindigkeitspotential einer einfachen Quelle @ von der Ergiebigkeit e ist 
’ 
| 
))arau: jest man die Beiträr: ıD, a1 1 u { I und eleı 
I 
Das (reschwindigkeitspotential einer Doppelauelle D ergibt sich aus dem der ein 
ıchen (Quelle durch einen Grenzübereane 
Hier bedeutet inen Einheitsvektor in Richtung der Svn trieachse der Strömung 
ind im Sinn der positiven (reschwindigkeit; m das Moment der Doppelquelle, d.h. den 
(srenzwert des Produkts aus dem Abstand der Einzelauellen una ihrer Ereiebiekeit. Die 
Reihenentwicklunge beginnt mit einem Glied Ordnung: also sind die Beiträce zu Ä 
und 0 
Quellen höherer Ordnung liefern weder zu noch zu ® einen Beitrag Das 
(teschwindiekeitspotential eines zeschlossenen Wirbelfadens von der Zirkulation / ist 
nach (20): 
f 
Damit ıst der Wirbelfaden durch eine tlächenhaite Verteilung von Doppelquellen 
ersetzt, deren Moment die Flächendichte / besitzt und deren Achse in die Normalen 
richtung n einer Fläche F fällt, deren Begrenzung len Wirbelfaden fällt. Die 
Reihenentwicklune beeinnt mit einem Glied ?. Ordnun 
| 


\lso liefert der Wirbeliaden zu A w d 


die Beiträre 


Aus 6), > v 


i lassen sich die synthetischen Werte 
und (% in einem Strömungsfeld 


aritäten enthält 


zusammensetzen, die 4 


annehmen, das im ganzen Raum R nur diskrete Singu 


\ \ 4 \ I 7 
4 I ' + 71 
Zu A ist zu bemerken. daß es, wie 


übrieens auch in 2 oleicheültie Ist, ob 
die Summation über den eranzen 


Raum R oder nur über den Außenraum A erstreckt 


wird, da die Summe der Er; 


‚reiebiekeiten d« im Innenraum J eelerenen (Juellen von 
. : . u . 1 ‚} } 4 . ' 
selbst Null Ist Mit | und \ Ind auen lıe /ı11sSa er] t d 2 pestimmt 


10. Bestimmung von \ und )). Beim Auftrete: 


foleende in (24) vorkommende Int 


diskreter Singeularitäten sind noch 
terrale umzuformen: 


N 
d 
Macht man einen Quellpunkt mit der Ergiebigkeit e zum Mittelpunkt einer Kugel 
K.n vom Radius d, denkt sich dann den 


eanzen Innenraum von K, durch ein kontinuier 


liches Quellenfeld von konstanter Divergenz erfüllt, dessen Gesamtergiebigkeit e ist, so 
besitzt diese Quellenverteilunge im Außenraum von K, dasselbe Feld wie der @Quellpunkt 


Dann Ist nach dem ( 111% 














\ T. 


m diese beiden Inteerrale zu berechnen zerlegt man vb in eine Summe 


v 


deren erster Summand von dem im Innern der Kugel selbst gelegenen Quellenield 
und deren zweiter Summand von den übrigen Singularitäten und von v_ herrührt 
ıs Symmetriegründen verschwinden die Teilintegrale für : also wird 
\un kann man tv* im Mittelpunkt von Ko in eine Reihe entwickeln 
wo d ein Ortsvektor ist, dessen Absolutwert bei der Integration d nicht übersteigt Bei 
gliedweiser Integration erscheinen auch J, und Js in der Form von Potenzreihen in Ö, 
die mit einem konstanten Glied beeinnen Dieses erste Glied bleibt beim Grenzüber 
eane 6 -—>0 allein stehen: also ist (unter Weelassune des Index M beim Grenzüberrang 


Auch für mehrfache Quellen versehwinden J, und .J, nieht: so findet man füı 
eine Dopp« lquell« 


ıvd 


Nicht ganz so einfach gestaltet sich die Berechnung von J, und J,. Ein Wirbel 


faden von der Zirkulation /' wird ersetzt durch eine dünne Wirbelröhre von derselben 
Zirkulation 


| curl | / 
Dann ist wegen des Parallelismus von «4 ınd ceurl ! 
/ [ curlvdr h dsdl 
Setzt man wieder wie u Ü du, + d*, u entsteht eine Schwierigkeit, die auch 
beı anderen Untersuchungen über Wirbelbewegung auftritt: Man kann wohl an jeder 





beliebigen Stelle den Querschnitt der Wirbelröhre kreisförmig wählen und die Wirbel 
stärke gleichmäßig über die Kreisfläche verteilen; dann verschwindet an diesem (Quer- 
schnitt das Integral |w, d /' aus Symmetriegründen. Aber man kann eine derartige Ver- 
teilung nicht längs der ganzen Röhre erreichen. Trotzdem verschwindet obices Integral 
fir jeden Querschnitt. Denkt man sich nämlich die Röhre in Teilröhren von gleicher 
Zirkulation d/ zerlegt, was längs der ganzen Röhre möglich ist, so bringen an jedem 
Querschnitt 2 beliebig herausgegrifiene Teilquerschnitte jeder am Ort des andern ent 
gegengesetzt gleiche Greschwindigkeiten hervor. Mithin ist 


> 


Wenn man jetzt im 2. Summanden vb" wie oben an einer Stelle des @Querschnittes 
in eine Reihe entwickelt, so verschwinden beim Grenzübergang in J, alle Glieder mit Aus 
nahme des ersten; also wird 


| ds 34 
eine analore Betrachtung ergibt 


J | p’ ds (34a 


u 


Somit erhält man für b und Wi, wenn die Strömung im ganzen Raum 
nur diskrete einiache Quellen, Doppelquellen und Wirbellinien enthält, 
folgende Ausdrücke: 


vere] lie S. 409 unter (1) zitierte Abhandlung 8. 218 
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( j \ \ ' \ / 

Durch eine Ähnliche Umformune wie in (23 ınn man noch IX V_ durch 
\ . . . y . E . 
SI Ä ersetzen und damit die formale Aehnlichkeit der Zusatzglieder mit 
den bei der inneren Aufeabe auftretenden Gliedern auch für die Wirbellinien herstellen. 


11. Schlu5bemerkung. Die Behandlung der entsprechenden ebenen Aufgabe 
führt zwar, am besten mıt funktionentheoretischen Hilfsmitteln, zu ähnlichen Ergebnissen 


wie im Raum; indessen kSnnen diese nicht in einfacher Weise aus den hier abgeleiteten 
Sätzen durch Grenzübergang erhalten werden. Kin wesentlicher Unterschied liegt darin, 


daß in der Ebene Wirbelpunkte, die den Stabwirbeln im Raum entsprechen, nicht aus- 
eeschlossen zu werden brauchen; im Gegenteil sind sie von giößtem und leicht berechen- 


” 
barem Einfluß auf Krafı und Moment. Die entstehenden Formeln enthalten als ein- 
tachste Fälle die Kutta-Joukowskische Gleichung und die Blasiusschen Formeln, 
deren Gültigkeitsbereich sıe erheblich erweitern. 171 


Potentialströmung durch Gitter. 
Von E. KÖNIG in Dresden. 


ie Eriolge der Potentialtheorie in der Aerodyramik leren es nahe, diese Theorie 

auch auf Fragen der Turbinenlehre anzuwenden. Dabei hat man es mit der Strö- 

mung durch die Reihe der Turbinenkanäle zu tun, die man als ein regelmäßiges 
Gritter« idealisieren kann. Die folgende Abhandlung hat zum Ziele, besondere Fragen, 
die bei Strömung durch Gitter auftreten, unter den Voraussetzungen, die die Potential- 
theorie für das zweidimensionale Gebiet macht, zu diskutieren. 


1. Die Joukowskische Theorie und ihre Erweiterung auf Gitter. Die 
Joukowskische Theorie geht bekanntlich aus von der konformen Abbildung des 
Strömungsgebietes in der Umgebung einer ebenen Platte auf das Gebiet im Außenraum 
eines Kreiszylinders. Von der Platte und dem Zylinder kommen dabei nur die ebenen 
Schnitte, Gerade bezw. Kreis, in Betracht. Statt der Abbildung auf das Aeußere des 
Kreises kann man auch die auf die Halbebene nehmen. Um die Analogie zwischen der 
Joukowskischen Theorie und der hier angewandt-n Methode hervortıeten zu lassen, 
stellen wir die Joukowskische Theorie folgendermaßen dar: Der Schnitt einer ebenen 


Platte mit einer 2-Ebene senkreeht zur Platte sei gereben durch die Strecke AB, die 
gegen die negative z- Achse unter dem Winkel « geneigt ist. Nun richten wir die 
Joukowskische Abbildung so ein, daß die z-Ebene außerhalb der Strecke AD auf die 
Halbebene „, > 0 einer Ü-Ebene abgebildet wird. Dabei soll die reelle Achse der {-Ebene 


das Bild von A 5 werden. Die Abbildungsfunktion lautet: 


i 
In A und B der z-Ebene liegen Vorderkante und Hinterkante des Profils. Die 
Vorderkante A geht in den Punkt (= 0 über, die Hinterkante B in den Punkt {= « 
Der Punkt z 2 wird © —=:. Der Oberseite von AB entspricht der positive Halbstrahl 


der S-Achse und der Unterseite von AB der negative Halbstrahl der S-Achse. In dieser 
Darstellung läßt sich die Joukowskische Theorie auch auf kreisbogenförmige Profile, 
dicke Profile und an den Enden zugespitzte Profile anwenden’). 


Verel. dIMS. 409 unter (1) zitierte Abhandlung SS, 221 bis 224 


de 


\uszug aus einer von cer philosophischen Fakultät der Universität Göttingen angenommenen 
)issertation. 

Vergl. v. Kärmän-Treftftz: Potentialströmung um gegebene Tragflächenquerschnitte. Ztschr. 
f. Flugiechnrik u. Motor-Luftschiffahrt, 1918. 
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2. Die Abbildung. Es ist nun unsere Aufeabe, diese Methode für ein Gitter 


mit unendlich vielen Schaufeln auszubilden Es sei ein Gitter von unendlich vielen, 
geradlinigen, unendlich dünnen Konturen (Schaufeln) und »geneigter (Gritterachses, die die 
Enden der Schaufel verbindet, gereben (Abb. ı) Führen wir ein Koordinatensvstem so 


ein, daß die horizontal liereenden Schaufeln die Richtune für die v-Achse geben, und eine 


» 
pn \ 
von ihnen auf der xz-ÄAchse liepet: ferner, daß die 


N. . ' ww; 
Gitterachse mit der positiven Richtung der x- Achse 


einen Winkel + @ bildet, die Gitterachse geeeren 


ne nn mn nn wen 
I 


die y-Achse also um den Winkel « 
Abstand zweier Schaufeln längs der Gitterachse sei /. 


reneiet ist Der 
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Legen wir durch die Schaufeln parallel der x-Achse 
(Geraden, so wird die ganze x-y-Ebene in parallele zu Gi a En FE 4 
Streilen aufgeteilt. 
Ist nun in dieser Ebene, die als z-Ebene be 
zeichnet wird, ein Punkt z To !y, gegeben, so —— 
gelangt man zu dem kongruenten Punkte im be 
nachbarten Streifen, wenn man von % zu I 21 RAR 


geht, d. h. in der x-Richtung um das Stück £sin« 
nach links und in der y-Richtune um ?fcos« nach 
oben fortschreitet Ein solcher Streifen von deı 
Breite ?Zcos « stellt also für 2 } einen Pe \bl 
riodenstreifen dar. 
Wird ein solcher Periodenstreifen der z2-Ebene auf eine {*Ebene koniorm durch 


(Al 


abgebildet, so überdeckt die Abbildung der übrigen Periodenstreifen jedesmal die (*-KEbene 


in gleicher Weise, d. bh. so, daß kongruente Punkte zu demselben {$* Werte gehören; so 
mit ergibt sich lole« nde Abbi dung der z-Ebene auf die unendlich vielblättrigee Ci Ebene 
Es entspricht (* = 0 dem Punkte z » und {' + © dem Punkte z Hr 4 (zeht 
man nun von einem Punkte zu d-m kongruenten Punkte 2 + :te”, so wird 

"(4 rt KEE Er 


Um die Abbildung auf die S*-Ebene zu übersehen, benutzen wir die logarithmische 
Schreibweise: 


In £? 272 --(C05@ sin «) k 2) 


Bekommt der Realteil oder Imaginärteil von In {* einen konstanten Wert, so ent 
sprechen ihm in der Ebene Geraden parallel und senkrecht zur Gitterachse. In deı 
‘*-Ebene entsprechen dem Realteil Kreise um den Nullpunkt und dem Imaginärteil Ge 
raden durch den Nullpunkt. Nun war in der z-Ebene das Koordina'tensy»tem so gewählt, 


daß die als geradlinig vorausgesetzten Schaufeln in Richtung der x-Achse fallen. Diese 
schneiden aber die Geraden, die YW (In {* konst. entsprechen, unter konstantem Winkel 


Also wird in der {*-Ebene die Schanfel sich auf ein Kurvenstück abbilden, das die Radien 
durch den Nullpunkt bezw. die Kreise um den Nullpunkt unter konstantem Winkel 
schneidet, also auf ein Stück einer logarithmischen Spirale. 

In der (*Ebene haben wir also foleende Abbildung der z-Ebene, die wir der An 
schaulichkeit wegen als Strömung beschreiben, d. h. wir lassen die Bilder der Geraden 
y=konst. als Stromlinien, die Graden & = konst. als Potentiallinie einer Potentialströ 


mung in der (*-Ebene auf, und zwar geht die Strömung in logarithmischen Spiralen von 


der Quelle (* 0 zur Senke (' 2, Ebenso sind die Bilder der Potentiallinien & = konst. 
logarithmische Spiralen, die auf den logarithmischen Spiralen y = konst senkrecht steben. 
jeide kommen aus dem Punkte {* = 0 heraus, und zwar schneiden die Linien y = konst 


die (Geraden durch den Nullpunkt unter dem Winkel @«. Wir erhalten also eine Strö 
mung, bei der im Nullpunkte eine Qnelle von der Ergiebigkeit W (In {*) und ein 
Wirbelfaden mit der Zirkulation S (In {*) lieet. Dieses Zusammenfallen von Quelle 
und Wirbelfaden bezeichnen wir kurz als Wirbelquelle«. Natürlich liegt dem 
entsprechend in dem unendlich fernen Punkte eine »Wirbelsenke«. Wir bezeichnen 
das Bild der Schaufel (d. h. das Stück der logarithmischen Spirale y= 0) mit 
H—- V (H Hinterkante, V Vorderkante). Jetzt bilden wir weiter das Gebiet um das 
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Schaufelbild in dı F,hene ıf die 


bildune möge die Wirbelauelle ll 


rücken Die Schaufel gehe in die S-Achse über und zwar die Vorderkante in den Null 
punkt und die Ilinterkante in das Unendlichfern Diese Abbildung erreicht man offen- 
bar dadurch, daß man Wirb« e und Wirbelsenke an deı Achse spiegelt, wodurch 
diese Stromiınıe wıra ‚Vir können nun 1] einfachen Wi IS die beziehung zwischen der 
Ebene und der ({-Eben: ersteller Betrachten wiı als Funktion von (, so muß nach 
dem Vorhereehenden zunächst an den Stellen .o und \ eine Wirbelquelle bezw 
ıne Wirbelsenke lien In der unteren Hälfte deı Kbene lieren die Spiegelbilder der 
Wirbel juel ınd der Wirbelsenke in und 
Die Wirbelauelle nnd Wirbelsenke wird dareestellt durch die Funktion 
{ 


Kntsprechend der Spiegelung fügen wir die konjugierte Funktion hinzu und erhalten: 


die Wirbelsenke in die Punkte /{ und 


oDpere \ Halbı bene AD 3 fi 4 ! Bei Uleser Ab 


0 f 
\ 





3. Beziehung zwischen den geometrischen Größen der $Schaufelanordnung 
und den Konstanten der Abbildungsfunktion. Wir wollen nun die Beziehungen 


zwischen den geometrischen Größen der Schaufelanordnune und den Konstanten (, und {} 


herstellen. Dem Punkte $=&», entspriel 
Die Ableitung der Abbildungsfunktion 


besteht ebenfalls, wie die Abbildunesfi 


komplexer Größen. HFür reelle Werte 


tz= 2 (Abb. 2) und { = {ı der Punktz=—+« 


Si n i / 
\ 


ınktion selber, aus der Summe zweier konjugiert 


von £ wird also auch — reell, und somit ist das 
Bild der S-Achse horizontal. Der 
Ausdruck verschwindet für 


zwei Werte von £C. Wir erhalten 
also zwei Verzweigungspunkte, 
See die der Vorderkante |’ und der 
Hinterkante 7 der Schaufel ent 
sprechen, und wir wollen veı 
nn langen, daß der eine in den 
Nullpunkt fällt, der andere in 
u. ee das Unendlichferne Diese Be 
dingungen bestimmen {, und [ 
E u dz ’ 
v Für 0 soll also „0 sein, 
und für L& o muß | von der dritten Ordnung verschwinden. Schreiben wir die 
(al t) in der Form: 
d ner &o- 5) (5 Lo) C I) CE)! (5), 
d f \ 


so muß im Zähler das Glied mit 





verschwinden, damit die Bedingung im Unendlichen 


erfüllt ist, und das absolute Glied muß gleich Null werden, damit {= 0 Verzweigungs 


punkt wird, d. h. es muß 


und f Con (y % & 


sein. Setzen wir (Abb 


so wird nach Gl. (6) 


COS \ı & — Ö 


Setzen wir ferner &n rt. € 4 


bj 


(1l. (7) bei Berücksichtigung von (8 


#’ 


sin (du, + d,) = 


l 
[ I (i 
+ 4 ( E [ % - 
E de 
oder «+0 7 (8). 
en, genen, gen ı, so folgt aus 
1 ( 
0 und smitt W+rdı=nr 
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41. (5) erhält dann die Form: 


{ ] E 


’ { 
vg 
Cd ar N 


Die Punkte „, und {, müssen also, wenn die 
Verzweigungspunkte (Schaufelenden) in den Null 
punkt und das Unendlichferne fallen, auf zwei llalb 


strahlen liegen, die symmetrisch zuı Richtung 
liegen. Die Lage der Punkte -„ und .; auf diesen 
Halbstrahlen ist nach Gl. (Ss) so zu wählen, daß ihre u 
Verbindunesstrecke den Winkel 0 #@ mit der 
<-Achse bildet. Wegen der Willkürlichkeit des \ 
Maßstabes in der <-Ebene (Gl. (3) ist homogen und \ _ 
vom Grade Null in £) ist die Gerade nnr der - 
Riehtung nach bestimmt, ihre Lage ist beliebig \hb 
Durch die Abbildung geht nun der Pankt 
— » in den Punkt : 0 über, dadurch ist in der --Ebene der Nullpunkt des Koordi 
natensvstems bestimmt. Dem Punkt ©—= 0 entspricht dann die Vorderkante 
.E cos «In up U sin + 0 
) \ 

-,„ ist negativ, wie wir sehen werden, entsprechend der Festsetzung, daß die 
Vorderkante links von der Hinterkante liegen soll (siehe Abb. > Da die Hinterkante im 
\ullpunkt liegt, gibt der Absolutbetrag von 2, die Schaufellänge / an 

Wird ferner in der .-Ebene von einem beliebigen Punkte der S-Achse aus ein ge 
schlossener Weg durchlaufen, z. B. einmal um den Punkt & herum, so daß) der Punkt { 


dauernd zur Linken bleibt, und wird über diesen Weg integriert, so wird 


d sr A; ae. 


In dem Bilde dieses Weges in der - Ebene kehren wir nicht zum Ausgangspunkt 


zurück, sondern kommen zu dem kongruenten Punkte der nächsten Schaufel. Ein Um 
lauf von {=0 um \ -„ herum nach « 0 zurück ergibt also in der z-Ebene einen 
Weg von einer Schaufelvorderkante zur nächsten. Der Imaginärteil von (C« ' rt liefert 
den Abstand der Schaufeln 
} ' TÜULOS Ü 1] 
und der kkealteil die Stafielung 
 (/sın 
Es fragt sich nun, wie wir ©, und <; zu wählen haben, um ein vorgegebenes (ritteı 
abzubilden. Aus der Zusammenfassung von (Gr. (10) und (1 ergibt sich: 
7 In u) U, )tane « (12 
h 
berücksichtigt man, daß vv 7 3, ist und 
} ) ’ ‘1 
ı sind +0 


wie es aus Abb. 3 abzulesen ist, so folet 
tano V | cotang « =» 


und als Bestimmungsgleichung für v 


| » 


1n } [B ‚ 
7 — |n 7 2 vV,)tange « 14), 
h sın Y Ö 

A TI s R . ° N ’ . 

denn /, h und Ö @a sind durch ein vorgelegtes (ritter bestimmt Für Y =! 27 
+) 
J 

wird gleich Null und für V ö wird es negativ unendlich. Da / infolge der Wahl 


des Koordinatensvstems negativ ist, werden durch die Werte für V, von „a bis d voı 
kommende Fälle beherrscht 3, < 0 ist auseesehlossen, weil sonst & oder (, in die 








Pe 





 (( 





untere Halbebene fällt ) iefert nach Vertauschunge von ınd <; das gleiche 
Resultat wie ob« 
'erner lolet aus der unendlichen Vieldeutiekeit les Loorarithmus dal) sich alie 
’eriodenstreifen in gleicher Weise auf die obere Halbebene abbilden 
ir die praktische kechnune Können floleende Näherunesiormeln benutzt werden 
—. 
J 1 
ivYı 
wenn ), dıe (rittertiefe und f die (GHitterteilung Ist Siehe Abb. | 
X f Sr, 


4. Die Stromfunktion. Zur Stromfunktion gelangen wir, wenn wir fordern, dab 


die Strömung von kommen soll, dort unter einem bestimmten Winkel gegen die 
c-Achse geneigt ist und nach - x abfließen soll, mit der Bedingung, daß an der 
Hinterkante der Schaufel die Strömungsgeschwindiekeit endlich bleibt. Durch die Ab 
bildung sind die Punkte und <ı gegeben l‚egen wir in sie eine Wirbelquelle bezw 
eine Wirbelsenk« damit die Achse Stromlinie wird, muß das Spiegelbild hinzu 
eenommen werden Ist @ das Maß für die Quellstärke und NS das Maß für die Senk 
stärke, so lautet der Ansa 
Su sel (!Q|e In In 4 
US In sı) + e'* In ] (15), 
wobei © und 7 von der Normalen zur Gitterachse links herum positiv gezäblt werden 
Die Geschwindiekeitskomponenten in der x-Richtune bezw. y-Ricehtune sind 
{ IS (rk V"ros la ) 
In | E, sin (@«—+7 

Die Zırkulat n ım eine eınzeln« Schaufe)] hestimmt sıch Als der Forderung deı 
endlichen Geschwindiekeit an der Hinterkante der Schaufel Ist die Zirkulation bekannt, 
so ist damit der Zusammenhang zwischen Anströmrichtune und Abflußrichtune im Un 
endlichen geereben, also die Beziehune zwischen A, N ‚7 

Dei Iinterkante entspricht in der Ebene der Punkt \ In ihm waı 
d dır 

- Soll nun tr einen endlichen Weıt erhalten, so mub 

ebenfalls von der dritten Ordnune Null werdeı Fine Reihenentwicklung im Unendlichen 


erpeibt: 


‘d 
( ( ( u N 7 
( { n / \ Yo 4 1 / } 
Damit nun das Nullwerden dritter Ordnune für - eintritt, müssen die Zähleı 
der (lieder mit und jedes für sich gleich Null! werden. So ergeben sich die beiden 


folvenden Gleichuneen 


und (ro cos (U 0 \ cos (9, , (17 
(rl. (16) ist die Kontinuitätsbedineung, denn diejenige Flüssigkeitsinenge, die senk 
recht auf das Gitter zulließt, muß auch in senkreehter Richtung abiließen 
Die dureh die Abbildune verebenen (trößen sind ra. Yı, %, %ı; Q und 5 sind durch 
das Anströmen bestimmt Durch die beiden G]l. (16) und (17) werden 85 und z in Ab- 
hängiekeit von diesen Größen festgelegt, d. b. für + x» die Strömungsgescehwindie- 
keit und die Stromriehtunge Mithin ist auch die Ablenkung, die die Strömung durch das 


(sitter erfährt, bestimmt Sie überträet aul das Gitter eine Kraft, die nach zwei Kom 
ponenten zerlegt werden kann, und die mit Rücksicht auf die Anwendung auf die Tuı 
binentheorie  Tangentialschub 7“ und »Axialschub IV« heißen 


5. Tangentialschub und Axialschub. Von praktischem Interesse ist nun die 
Frage, wie hängen Zufluß- und Abflußrichtunge von der gegenseitigen Lage der Schaufeln 


ab, also von ihrer Länee, von ihrem rerenseitieen Abstande und von der Stalfelung. Als 
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Beziehung zwischen Zufluß- und Abflußrichtung ergibt sich mit hkücksicht auf oben an 
eeführte Gleichungen 


tang 6 tang ? (1 LS 
Dieser Wert ist proportional dem Tangentialschub 7 Nennen wir 7T_ den Wert 
den 7 für den Grenzfall vo annimmt, und bilden wir den Quotienten | ‚so 
e)bt dieser (Juotient an, wie eroß für ein bestimmtes der langentialschub ist im Ver 
h 
gleich zu dem, der sich fiir den günstigsten Fall - erreichen lief \us Abb. 4 ist 
iur den Sonderfall 0° als Ordinate aufgetragen, als Abszisse. Um die Abhängig 
7 5 
keit von « zum Ausdruck zu bringen, sind die Kurven 
iur = 15°, 30” und « I5" gezeichnet Ks 2 25 
zeigt sich, daß man in der Praxis gute Wasseı a 


bzw. Luitführune auch durch kurze und weitstehende 
Schaufeln erreichen kann, was auch die neuesten 


Krfahrungen bestätigen. (Vergl. Desterlen, Schnell 7 
laufende Wasserturbinen, Zeitschr. Ver. deutsch. Ing y 
Nr. 16, 1921 / 
\ndererseits läßt sich 7 mit dem Auftrieb 
einer Einzelfläche A vereleichen Der Auftrieb 
einer Einzeliläche ist nach Joukowsk 7 \ 
| UJ / 
d / 
| - = Dichte, ! \nströmgeschwindigkeit, J Zir / 
g | 
kulation). Aus der Zusammenfassung der oben an / 
... * , | 
oeführten Gleichungen folgt: 
| 
(i =) . En 
I { : 
| , 4 
i t 4 
Der Faktor rührt von dem Richtungsunterschied von 7’ und A her. Beschränken 
wir uns aui den Fall 0, so eilt füı kleiı 
/ 
1 un 
{ ’ k ’ { S dt } 
Der Wert von 7' nähert sich also bei Vergrößerung des Schaujielabstandes (f = 


dem Werte A, d.h. die aufgestellte Formel eeht für diesen Speziallall in die Joukowskische 


für eine Einzelplatte übeı 


6. Gekrümmte Schaufeln und Schaufeln mit endlicher Dicke. Krummlinig: 
Gitterprofile und Profile von endlicher Dicke werden analog erzeugt wie krummlinire 
Kinzelprofile Als Bild eines solehen Profils wählen wir in der /-Ebene eine Gerade 
Geht die Gerade durch den Nullpunkt und ist sie unter dem Winkel » gegen die S-Achse 


geneigt, so ist ihr Bild eine unendliehdünne, gekrümmte Schaufel, deren Endtangenten 


wegen der Singularität in den Punkten 0 und £ - mit der x-Achse die Winkel 2 > 
bezw. 7 > 5 einschließen. 2 ist ein Maß für die Krümmung Das Bild dieker Profile 
in der S-Ebene ist eine Gerade, die an dem Nullpunkt vorbeigeht. Die so zefundenen 


Profile stimmen mit den in der Praxis verwandten gut überein Dicke Profile können 
wir aber aueh bilden. wenn die Oberseite und Unterseite des Profils in der © Ebene durch 
Ilalbstrahlen gebildet werden, die im Nullpunkt um kr gegeneinander geneigt sind, ganz 


in Analogie zu der in der Einleitung erwähnten Methode 








— 
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nn  — 





Die Stromfunktion für geekriimmte Profile erhalten wir ganz analor wie oben durch 


Ing von und an der (reraden, die das Bild der Schaufel ist Bei gekriimm 
ten Profilen läßt sich neben glattem Abfluß an der Hinterkante auch noch stoßfreier Ein 


tritt erzielen ınd z werden dann durch foleende (‚leichungren bestimmt 
| ] } r ( | } } 
lane LI 4 7 


woraus nach EKlıminati / nd tolet (t 
Ill (en IYond« rfal erein! sıen De] eovehenel \blenkung 7 fiir ; ein 
Minimalwert 
2 

Diese Gleichungen lassen folgendes Resultat erkenne: Stoßfreier Eintritt und 
glatter Abflußb werden also nicht erzielt, wenn die Strömune in eroßer Entfernung vor 
und hinter dem Gitter in Richtune der Schauieltangenten fließt, sondern die Strömung 
ist eeren die langentenrichtunge geneigt Weicht die Strömung vor dem Gitter gegen 
die Inneentenrichtnuı nach rechts ab so Ist sie hinten dem (ritter um den eleichen ( 


trae nach links eerichtet 


7. Anwendung auf die Turbinentheorie s ist noch die Frage ofien, wie 


die vorstehenden Betrachtuneen auf die Turbin: iibertraeen sind. Bei Turbinen habeı 
wır eıne Ireidime: ınale be une, W hri I De] eine ‚weldn ensionale behandelt Is! 
s kann sich als Dei decı ebertraeune der Resı te nul m Näheruneen handeln, die 
ınehr odeı wenieeı cenau sind, « nis? rechend deı Abwelı hung der F] issiokeitsbewegung 
ın den Turbinen von einer ebenen Beweenne Hlierbei verhalten sich die einzelnen Tuı 
binenarten verschieden ‚unächst sind auf ein feststehendes itwerk die obiren he 
sultate anwendbaı "ir Axialturbineı bei denen die Schaufelhöhe klein ist eeren den 
Durchmesser, so daß die Radialeeschwindiekeiten und ihr: bleitungen gegen die axialen 
und taneentialen Geschwindiekeiten vernachlässirt werden können, Kann die >Strömung 
ohne weiteres als eine ebene aufeefaßt werden. ven! man sich die mittler: durce! di 
Schaufel eeleete Ziylinderlläche abrewickelt denkt Um eine stationäre Strömune zu e 
halten. hezieht man die S8trö! ung durch das l.eitrad I} in festes Koordinatensvsten 
die Strömung durch das | ulrad auf ein mitipewegtes = In de] \bwieklune oeeradlinig 
gleichförmig bewegtes Koordinatensvstem In beiden Fällen hat man Strömungen durch 
(sitter, wie sie oben behandelt sind; die angegebenen Methoden sind also unverändert 


anwendhar 


Kir Radialturbinen idealisiert an di ine in der Weise, dab man etwa eine 
Strömung betrachtet, welche radial aus den endliehen kommend von außen nach Innen 
In ebenel Stromung durch die rotationssvmmetrisch anee rdneten Leit und Laufschaulfeln 
strömt, um im Nullpunkt in einer Senke zu enden Kine solche Strömung erhält man, 


| 


wenn man die von uns behandelte (Gritterströmunge durch eine Transformation 
/ siche Bi 


umformt, wobei aus der Parallelströmung durch das Gitter von unendlich vielen Schaufeln 


eine Radialströmunge durch n Schaufeln wird. Dies ist jedoch nur für die Strömung durch 
das Leitrad möglich; da man nämlich die Strömung durch das Laufrad, um eine stationäre 
Strömung zu bekommen, auf ein rotierendes Koordinatensvstem beziehen muß, ergibt sich 
inbezue auf ein solehes Koordinatensvstem für das Potential die Differentialeleichung 

/q const, zu deren Integration zwar die Abbildung des Schaufelsvstems auf die l.bene 


unverändert benutzt werden kann, die zu lösende Randwertaufgabe aber verändert wird, 
so daß auch die oben gerebenen Formeln lür die auf die Schaufeln wirkenden Kräfte ilıre 


(rultiekeit verlieren Deshalb beschränken wir uns im foleenden auf Axialturbineı 

den oben angestellten Betrachtuneen handelt es sich immer um Relativströmung, 
d.h. es wird aneenommen, daß das Gitter feststeht und die Flüssiekeit sich gegenübeı 
dem (Gritter bewegt Für das Leitwerk läßt sich die Austrittsrichtung des Flüssigkeits- 


stromes also ohne weiteres angeben. Da nun aber das Lauirad sich eegerenüber dem lieit 
werk bewegt, ist nicht die Richtung eines jeden Flüssiekeitsfadens von Interesse, sondern 


l 


ein Mittelwert. der sich aus den Richtuneen aller Stromfäden zusammeneetzt 














Die Schaufeliorm und Schaufelanordnung des Laaufrades bestimmt die Relativströ 


mung der Flüssigkeit zum Laufrade Unter Berücksichtigung der absoluten Umfangs 
seschwindigkeit des Laufrades u und der Relativströmung der Flüssigkeit zum Laaufrade, 
tür die stoßfreier Eintritt gefordert wird, läßt sich die Absolutströmung c, ermitteln, wo 
bei die Absolutströmung beim Lauiradeintritt 

mit der Strömung beim Leitradaustritt übeı 4 

einstimmen muß (Abb. 5 Durch diese Foı Wa IDPIrIF 

derung ist die Stromrichtung beim Leitrad x 


austritt bestimmt. Beim Austritt aus dem Lauf 


rade wird die absolute Stromrichtung ebenso j - 
ermittelt wie beim Eintritt in das Laufrad, 

wobei die Umfangsgeschwindigkeit des Lauf y a 
rades dieselbe ist und die Richtung der Relativ \bb. 


strömung mit der Richtung der Schaujiel 
tangente denselben Winkel einschließt wie beim Eintritt 

Die von dem Flüssigkeitsstrrom auf das Laufrad übertragene Kraft zerlegen wir in 
zwei Komponenten, einmal den Tangentialschub und zum anderen in ‚den Axialschub 
Der Tangentialschub wirkt in Richtung der Tangente an das Laufrad und ist für die 
Arbeitsleistung der Turbine bestimmend; er ist gleich der Impulsdilferenz beim Eintritt 
und Austritt der Flüssigkeit aus dem Laaufrade, also dem aus der Relativströmung eı 
mittelten Tangentialschub. Der Axialschub wird vom Lager aufgenommen oder hebt sich 
bei Zwillingsanordnung auf. Er bestimmt sich aus der Druckdifferenz vor und hinter dem 
l,aufrade in gleicher Weise wie bei der helativströmung |82 


Über hyperboloidische Verzahnung. 


Von E. STÜBLER in Berlin-Dahlem 


n seiner Abhandlung: Ueber die Verzahnung der Hvperboloidräder mit eeradlinieem 


Eingriii?) hat M Disteli diejenigen haumverzahnungen behandelt, bei denen die 

Protilllächen, d. h. die Arbeitsflanken der Rkadzähne, windsehielie Regelflächen sind. 
die sieh stets längs einer Erzeugenden berühren Man wird vermuten, daß der Fall in 
die Ebene abwickelbarer Profilflächen als Sonderfall unter jenen Verzahnungen enthalten 
sel Dies trifft aber merkwürdieerweise nicht zu Der (rund lieert darin, daß bei einer 
Bewegung zweier hegelflächen gegeneinander, wobei sie sich stets längs einer Erzeurenden 
berübren, die windschieien Revell hen sich ganz anders verhalten als die abwickel 
baren Während nämlich jene sich nur so berühren können, daß die Zentralpunkte der 
beiden koinzidierenden Erzeurenden e ja auch denselben Verteilunesparameter be 
sitzen NIIssen ısımmenfallen 51 fiir dle Berühı ıner zweier abwickelharer Flächen 
durchaus nicht Bedingung, daß die Zentralpunkte, die auf den lrückkehrkanten liegen, 


zusammentr« 


So kommt es, daß der Fall abwickelbarer Protilflächen eesondert behandelt werden 
muß /udem sind doch diese Profilflächen leichter technisch herzustellen als die wind 
schiefen, wenn man etwa die Schraubenflächen ausnimmt 
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Nach M. Disteli entsteht die Kingrilisfläche der windschiefen Profilflächen, 
d.h der Ort ihrer Berübrungslinien im ruhenden Kaum als Bahnfläche einer beliebigen 
(seraden eines in besonderer Weise bewegten räumlichen Hilfssvstems. Es zeigt sich, 


daß diese Distelische Hilfsbewegung im engsten Zusammenhang mit der Theorie der 


bertrandschen Kurven steht, derart, daß zu jedem Paar Bertrandscher Kurven eine 
bestimmte Bewerune dieser Art eehört. Der Fall, wo die Kurven Schraubenlinien sind. 
ist von Disteli und von R. (rain auch graphisch durchgeführt worden Ebenso 
könnte man aus den von | Salkowski aneeoebenen Bertrandschen Kurvenpaaren 
Profilflächen für eeradlinieen EKingriii ableiten Man ersieht daraus, welehe Hindernisse 


der praktischen Verwendung der schönen Theorie im Wege stehen, da erst Quadraturen 
auf welche die analvtische Darstellune der Bertrandschen Kurven führt'), auszu 
fiihren sind 

Demregenüber sind die Konstruktionen, die zu abwickelbaren Protilflächen führen, 
ohne eroße Schwierieke durchzuführen Fiir verschiedene einfache Fälle sind die 
nötkrsten Angaben gemacht worden 


Ks ist leicht einzusehen, daß zu jeder hvperboloidischen Verzahnung mit geradlinigem 
Kingrili eine konische gehört, die geradezu als die sphärische Abbildung jener bezeichnet 
werden kann. Man erhält sie, indem man durch einen beliebigen Anfangspunkt Parallelen 

ı den Radachsen sowie zu den EKrzeugenden der Prolilflächen leot Drehen sich die 
entsprechenden Kegel- und Hovperboloidräder mit derselben Winkelgeschwindigkeit, so 
bleiben entsprechende IErzeugende parallel. Sind die Profilflächen der Hvperboloidrädeı 


windschief, so ist die Berührungsebene der Kegelprofile parallel zur asvmptotischen 
Ebene der Erzeueenden ıener Profilfläch« Umeekehrt kann man aus jeder konischen 
Verzahnung eine Distelische Hilfsbeweenune, sowie eine Verzahnune mit abwickelbaren 
Profilllächen herieitenr 

Der zweite Abschnitt der vorliegenden Abhandlung betrifft die allgemeine räum 
liche Verzahnung mit krummlinieem Eingrifi, insbesondere das Problem, aus einer ge 
geebenen Eingriffsfläche alle zugehörigen Profilflächenpaare herzuleiten. Hier spielen 
diejenigen Kurven eine wichtige Rolle, die bei der Zahnradbewegung dauernd in gleitendeı 


Berührung sind. »>ie haben die Eigenschaft, daß sie sich ganz losgelöst von den Profil- 
lächen behandeln lassen, ährend die Einerifisverhältnisse aller andern Kurven der 
Profilflächen erst duı den benachbarten Flächenstreifen bestimmt sind 

Ich habe mich im wesentlichen auf die Behandlung der auftretenden geometrischen 


Fraren vom mathematischen Standpunkt aus beschränkt, doch ist z. B. die Fraxve. wie 
auf der mathematisch definierten J’rofillläche die als Zahrtilanke geeigneten Teile aus- 
ıwählen sind, im Anschluß an die Krümmung der abwickelbaren Protilflächen in Angriff 
eenommen. Auf Fragen rein 'hnischer Art, wie die Begrenzung der Räder im einzelnen 
ist nieht eingerangen 
Rein veomett Ssch« DZW kinematisch« Betrachtungesweise Is bevorzugt, weil eine 
reehnerische Darstellung der geometrischen Zusammenhänge in übersichtlieher Form 
kaum mörlich ist n Fußnoten ist aber das Wichtigste der rechnerischen Ergebnisse, 
insbesondere wenn es sich um Integrationen handelt, in kürzester Form zusammengestellt 


ı1. Das Nullsystem der Verzahnung. Bei der räumlichen Verzahnung sind 


zwei Profilllächen %, und “P,, welche sich mit den konstanten Winkelgeschwindigkeiten 


o, und um die beid Radachsen A, und 4, drehen, stets längs einer Kurve in 
Berührung ie möge kurz Berihrunges- oder Eingriifslinie genannt werden Von dem 
Fall der sogenannten Präzisionsverzahnunge. wo die Berührung nur in einem Punkt statt 
findet, soll hier überhaupt nicht die tede sein Man zeht in der Regel von der 
kelativrbeweeunge des einen Hades veren das andere aus Denkt man sich das zweite 
ruhend. dann ist “, die Hüllfläche von Ireend ein Punkt von ‘b,, in welchem «ı 


eerade mit ®", in Berührung ist, muß sich also momentan in der Berührungsebene beider 


Flächen weiter bewegen 

Zu jedem Moment der Bewegung gehört ein Nullsystem mit der momentanen 
Schraubenachse als Zentralachse In demselben ist jedem Punkt des Raumes die zur 
Bahntanrente senkrechte Ebene zureordnet 














































\lle diese mit der helativbewegung definierten Nullsysteme fallen bei der wirk 
lichen Bewegung der Zahnräder in ein einziees zusammen, das Nullsystem der Ver- 
ahnung Die Riehtune der Zentralachse, die .J/ bezeichnet werden soll, findet man 
bekanntlich durch ein Dreieck, von dem zwei Seiten zu den Radachsen parallel und zu 


©; und ®; proportional sind. Die dritte Seite ist dann zu J/ parallel. Die kürzesten 
Abstände der Zentralachse von A, und A, verhalten sich wie tg (AM) :te (A, Von 


der helativbewegung soll ıetzt nicht mehr die Rede sein, aber die Senkrechte au! jeder 
Ebene in ihrem Nullpunkt p soll auch ferner noch als Bahntangente bezeichnet werden 
Auch von der zu dem Nullsystem gehörigen Schraubunge wird zelegentlich Gebrauch 


gemacht Will man die Bahntangente eines Punktes »y ohne die Itelativbewegunz 
definieren, so muß man von den Geschwindigkeiten v, und ti» ausgehen, welche deı 


Punkt haben würde, wenn er mit dem ersten bzw. zweiten Radkörper gedreht würde. 
Die Bahntangente ist dann zu der Verbindungslinie der Endpunkte dieser beiden in y 
angetragenen (seschwindigkeitsvektoren parallel. Der aus der Relativbewegung abge 
leitete Hauptsatz der Verzahnung, daß die Bahntangenten der Punkte, welche augen 
hblicklich im Kingriif sind, d. h. auf der Berührungskurve der Profilflächen liegen, 
Tangenten an diese Flächen sein müssen, sagt also im Grunde nichts anderes aus, als 
daß zwei sich berührende Profilflächenelemente die gleiche Normalgeschwindiekeit haben 
müssen. Da eine Nullinie, d. h. eine im Nullsystem zu sieh selbst konjugierte (rerade 
und nur eine solche auf den Bahntangenten ihrer Punkte senkrecht steht, folgt aus dem 
senannten Hauptsatz,. daß die gemeinschaftlichen Profilnormalen Nullinien sind 

Die beiden Radachsen sind zu einander konjugierte Gerade, weil die Bahntangenten 
der Punkte der einen senkrecht zur andern stehen. Durch jeden Punkt des Raumes, 
der nicht auf einer Radachse liegt, geht eine bestimmte Gerade, welche die beiden 
kadachsen schneidet. Sıe soll kurz Achsensekante des Punktes genannt werden Die 
selbe ist als Sekante zweier konjugierten (Geraden eine Nullinte und steht daher senk 
recht auf der Bahntargente des Punktes. Die Achsensekante steht auch senkrecht auf 
den beiden Geschwindiekeitsvektoren vV, und tv». „Jede Ebene des Raumes, welche nicht 
durch eine Radachse hindurchgeht, schneidet die ltadachsen in Punkten, deren Ver 
bindungslinie eine Nullinie ist und daher den Nullpunkt der Ebene enthält. 


|, Zahnräder mit abwickelbaren lieeelflächen als Profiilflächen 


2. Die Berührungslinie der Profilflächen. Sollen sich zwei abwickelbare 


Profilflächen in einer gemeinschaftlichen Berührungsebene © längs einer Geraden #E be 
rühren. so miissen die Bahntangenten aller Punkte von F in die Ebene Yallen die 
Eingrifisgerade muß also die Charakteristik der Ebene # bezüglich der zum Nullsvstem 
gehörigen Schraubuns sein Von der  harakteristik // der Ebene velten die bekannten 
Sätze: Die dureh / eehende auf senkrecht stehende HKbene ı ist zur Zentralachse M 
des Nullsvstems parallel. Der Abstand dieser Ebene von J/, also der kürzeste Abstand 
von E und J ist Ah te(EJl), enn Ah der Parameter deı um \ullsvstem oehörigen 
Schraubung bedeutet; die Bahntangente des der Zentralachse nächstliegenden Punktes 


von E fällt mit 7 zusammen 

Satz Il: Bei Verzahnungen mit abwickelbaren Profilflächen bleibt während der 
Bewegung die gemeinschaftliche Normalebene der Profilflächen immer zur Zentralachse 
des Null-vstems parallel und die Berührungslinie ist die ('harakteristik der gemeinsamen 
3erührungsebene 

Beispiel. Die Aufgabe, das Gegenprofil zu einer ebenen Zahnflanke zu bestimmen, 
läßt sich schon jetzt lösen. Wir betrachten die Zahnräder in einem Moment, wo sie sich 
aus einer Aufangslage um die Winkel ", und , gedreht haben, welche sich wie ®, zu 
o, verhalten müssen und von jetzt ab kurz Drehungswinkel bezeichnet werden sollen 
Die Eingrifisgerade 7 ist die Charakteristik der Ebene, in welche momentan die ebene 
Zahntlanke fällt. Man braucht also nur X nach den angegebenen Sätzen zu konstruieren 


bj 


so erhält man eine Erzeugende der Eingriiisfläche, und diese dann um die Drehungs- 


winkel "", und "Y» rückwärts zu drehen, um Erzeueende #, und /% der Proflle in ihrer 


Anfangslage zu erhalten. /, beschreibt das gesuchte Gegenprofil ",, während die Ge- 
raden FE, in der Ebene liegen, mit welcher ‘P, zu Anfane zusammenfiel Sie können 


als die Linien gleichzeitigen Eingriffs auf , bezeichnet werden 
Die Eingrilistläche hat einen kubischen Kreis als Doppelkurve. Es gehen nämlich 
durch jeden Punkt, dessen Bahntangente in die Spitze des Hiillkegels der Ebene ®, 


ei 
trifft. zwei Erzeueende, die “!harakteristiken der den Punkt enthaltenden Berührungs 
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ebenen an die Kegeltläche. Jeder Punkt gehört ja zur Charakteristik einer Ebene, wenn 
seine Bahntangente in dieselbe fällt. Die genannten Punkte bilden aber einen kubischen 
Kreis, über dessen Lare Schönilies, Geom. der bew., S. 116, nachzusehen ist. Die 
Paare von Erzeurenden, welche sich auf der Doppelkurve schneiden, sind nur außerhalb 
des Keveis reell Unten sollen noch ebene Schnitte der Eingriiisfläche dieses Beispiels 
betrachtet werden 

Besondre Punkte auf der Berübrungslinie der Profiltlächen sind die Berührungs 
punkte der Eingriffsfläche mit den Profilflächen. Die Berührungsebenen der 
Kingrifisfläche längs einer Erzeugenden # bilden im allgemeinen ein Ebenenbüschel 
eine derselben wird also mit der gemeinschaftlichen Berührungsebene der Profilfllächen 
zusammenfallen. Die beiden PProfilflächenelemente bewegen sich an einer solchen Stelle 
momentan in der EKingrifisfläche Die Normalkomponente ihrer Geschwindigkeiten ver 
schwinden: v, und v, fallen in die Ebene :. Daraus folgt aber, daß die gemeinschaft- 
liche Normale N der KEingrifistläche und Profilflächen in einem solchen Punkt 9 durch 
die beiden Radachsen geht. Daß der Schnittpunkt der Projektionen von A, und 4; auf 
die Ebene : auf deren (Charakteristik # fällt, geht auch schon aus einem Satz über das 
Nullsystem hervor. 

Die l’unkte der beschriebenen Art bilden auf der Eingriffsfläche eine Kurve (4), 
deren Tangente in der Berührungsebene & lieet und N senkrecht schneidet. Also gilt: 

Die Eingrifistläche wird von den Profillliächen beim Eingriff in den Punkten einer 
Kurve (4) berührt, welche eine Orthogonaltrajektorie ihrer Achsensekanten ist.?) 

Solche Kurven, welche die Erzeugenden einer durch die Radachsen gehenden 
egelflläche senkrecht schneiden, spielen auch späterhin eine bedeutsame Rolle Dreht 
man sie um die Radachsen, so entstehen Drehungstflächen, welche sich längs der be 
treffenden Kurve berühren 

Die durch X gehende Normalebene © der Profiltlächen enthält auch die zu g ge 
hörende Achsensekante .\, weil 0 und N auf & senkrecht stehen. Da © zu .J/ parallel 
ist, kann man eine Eingriffsfläche für abwickelbare Profilflächen konstruieren, wenn man 
eine Kurve (7) kennt, welche ıhre Achsensekanten senkrecht schneidet Man muß nur 
durch jeden Punkt der Kurve die Achsensekante N und die darauf senkrechte Ebene : 
leeen und dann N in der Richtung der Zentralachse M auf © projizieren, um eine 
Erzeurende der Eingriffsfläche zu erhalten (Abb. ?b 


3. Die Hüllfläche der Eingriffsberührungsebenen. Die Erzeugende £ der 
Kingerifisfläche (#) ergab sich als Sehnittlinie der zu einander senkrechten Ebenen ‘ und: 
Weil die Normalebene Ö stets zu J parallel bleibt, umhüllt sie eine Zylinderfläche (Ö), 
welche außer den Eingrifisgeraden EX auch die Normalen N zu Tangenten hat. Die 


Zylindererzeugende sei / Wir führen auch noch die abwickelbare Regelfläche (:) ein, 
welehe von den Berührunesebenen & der Proüiltllächen umhüllt wird. Da jede Ebene : 
die Eingriffstläche in einem Punkt y berührt, müssen sich () und (#) längs der Kurve (g 
berühren. Die Erzeugende von ‚ welche mit @ bezeichnet werden soll, geht somit 
durch 9 Denkt man sich die Ebenen Ö und starr verbunden, dann kann man sich 
die Eingrilisfläche kinematisch als Bahnfläche der Schnittlinie der starr verbundenen 
Ebenen entstanden denken, wenn man diese an den Flächen (Ö) und (:) berührend hin 
eleiten läßt Die Normalebenen auf Ö und in den Erzeurenden /L und @ schneiden 
sich in der Polgeraden P. Die letztere der beiden Ebenen ist die Zentralebene von N, 
weil Q auf zwei benachbarten Erzeugenden von (N) senkrecht steht.) Durch /’ ist ins 


besondere das Normalenparaboloid der Eingrifisfläche längs # bestimmt. Die Polgerade ? 
hat für die unten untersuchte Krümmurg der Profilflächen eine wichtige Bedeutung. 

Nun sind die Flächen (Ö) und nicht von einander unabhängig. Denn der Ab 
stand der Ebene Ö von J/ war hAtg (EI), also durch die Neigung von © gegen ./ bestimmt. 
Führt man den Richtungskerel von (£) ein, so kann man den geometrischen Zusammen- 
hang mit (0) so ausdrücken: 


Satz Il: Eine zu )/ senkrechte Ebene, welche von der Spitze des Richtungskegels 


von (£) den Abstand / hat, schneidet diesen und die Zylinderfläche (ö) in kongruenten 
Kurven, welche senkrecht zu einander orientiert sind. 


Seh lies. Gevon r Bi ın leipzig 1556, S JA 


nsvsten sei A \c} ‚ während Ag «durch die Gleichuneen 














Diese Sätze mögen auf das Beispiel angewendet werden, wo die eine Zahnflanrk: 
eben ist (s. unter In diesem Fall ist ) ein Kreiskegel um Aı,, also ($) nach dem 
Satz II eine Zylindertläche zweiter Ordnung Aus der kinematischen Erzeugung deı 
Kingrifisfläche durch ein starrverbundenes Orthogonalebenenpaar kann man foleern, daß 
die zu .J/ senkrechten Schnitte Fußpunktkurven von unter sich äbnlichen Kegelschnitten 
sind, deren Pole auf der oben angegebenen Doppelkurve der Eingrifisfläche liegen. Die 
Spuren der Ebenen ‘ und in einer beliebieen zu J/ senkrechten Schnittebene stehen 
nämlich senkrecht auf einander und berühren zwei ähnliche Kegelschnitte in entsprechenden 
Punkten. Wenn aber die Schenkel eines rechten Winkels zwei Ähnliche Kurven € und ( 
in entsprechenden Punkten berühren, beschreibt die Spitze des Winkels die Fußpunkt 
kurve einer zu ( und CÜ ähnlichen Kurve ( 

Es gibt auch noch andere Fälle, bei denen die gemeinschaftliche Berührungsebene 
der Protillächen stets durch einen iesten Punkt s geht, dieselbe also eine Kegzeltläche ( 
umhüllt. Wieder ist der kubische Kreis eine vielfache Kurve der Eingriffstläche. für dessen 
’unkte die Bahntangente durch s geht und auch die Betrachtung über die zu M senk 
rechten Schnitte der Eingrifistläche läßt sich auf diesen allgemeineren l'all übertragen 
Aber die Bestimmung der Kurve (g) bietet Schwierigkeiten. Man kann leicht eine Fläche 
angeben, auf welcher sie verlaufen muß, nämlich den (rt der Fußpunkte, in welchen die 
[,ote aus s die gemeinsamen Sekanten von A, und As treffen Zur vollständigen Be 
stimmung von (g) ist die Eigenschaft der Kurve, ihre Achsensekanten senkrecht zu 
schneiden, zu benutzen. 

“in weiterer geometrischer Zusammenhang der Regeltläche mit der Fläche (\ 
der Achsensekanten soll unten dargelegt werden. 


4. Die Charakteristik der Eingriffsfläche bezüglich der Drehung um die 
Radachsen. Zwei benachbarten Erzeugenden / und Eder Eingrilfsfläche entsprechen 
auf der Profilflläche ®, zwei Erzeugende FE, und Z#', welche sich in einem Punkt deı 
Rückkehrkurve schneiden. Wenn man diesen Punkt um 4A, dreht, entsteht ein Kreis, 
der durch E und EZ gehen muß. Ist 7, sein Schnittpunkt mit KE, dann geht die Normale 
der Eingrilisfläche in 7, durch A,, ganz wie dies im Punkt qg der Fall ist. Weitere 
Punkte derselben Eigenschaft können auf E nicht existieren, weil das Normalenparaboloıd 
längs E die Radachse A, nur in zwei Punkten schneidet, und daß r, nicht etwa stets 
mit q zusammenfällt, zeigt sich unten 


Der Ort {r,) des Punktes r, bildet mit ‚) zusammen die (Charakteristik der Ein- 
eriffsfläche bezüglich einer Drehung um A Während aber (g) zugleich auch deı 


Charakteristik bezürlich der zweiten Radachse angehört, ist dies bei (r,) im alleemeinen 
nicht der Fall. 
Durch Drehung der Eingriffsfläche um die erste Radachse entstehen zwei Hüll 


flächen 9, und Die erstere berührt die Eingriffisfläche sowie die entsprechende 
Drehungsfläche A, um A, längs (g) und die Profilfläche “, längs einer Kurve (y,), die 
letztere berührt die Eineriffsfläche länes und enthält die Rückkehrkurve von «p 


j 


Aus den Drehunesilächen J/, und /, kann man sich die abwickelbare Profilfläche ", 
erzeugt denken, indem man eine (Gerade auf , abrollen und dabei /, berühren läßt 
Beispiel: Eine räumliche Zykloidenverzahnung. Ein bvperbolisches Para 
boloid, dessen Erzeugende N die beiden Radachsen schneiden und eine Richtungsebene 
haben, welche zum gemeinsamen Lot der Radachsen parallel ist, ist „leichseitie. Auf 
dem Paraboloid lieg‘! eine Gerade, welche alle Erzeugenden N senkrecht schneidet, also 
die den Kurven (g) eharakteristische Eigenschaft besitzt. Weil die abwickelbare Fläche 
in diesem Fall in ein Ebenenbüschel durch die Gerade ausartet, kann sie auch mit 
bezeichnet werden. Aus dem Satz II folgt, daß auch die Zvlinderfläche (öÖ) in ein 
Ebenenbüschel durch eine Gerade Z/ ausartet, welche mit Ililfe dieses Satzes zu konstruieren 
ist. Da ZL alle durch @ gehenden Achsensekanten N treffen muß, gehören Aı A» W /, zu 
den Erzeugenden der zweiten Schar des hvperbolischen Paraboloids (N 


Zum Beweis dient der Satz: Wenn man dureh die Punkte einer Fußpunktkurve der beliebigen 

Kiırve ( (er: le let welch« | den Faı ri ten 0 64 eInen onstanteı \\ InKel { bilden. SO umhülleı 

sie eine zu C ähnliche Kurve © Haben näml'ch ) "anzenten vo (! om Pol den Abstand p der üı 

Funktion des Richtungswinkels $ «der Normalen von (U gegı eine feste Anlangsrichtunge gegeben seiı 

nöce (maeische Gleichung von (), dann habeı anızenten von ( von Pol dı Abstand p p\y) cos « 
“, Diese Fläche dritter Ordnun besitzt zwei Krei haren, echört ılso zu den von |] Köni 

| | 109 (] )S 4 beha t l heı d "all senk f zter Racdachsen ein 
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Die Kingrifisfläche ist als Erzeugnis zweier orthogonaler Ebenenbiüschel (e) und 
ein orthoronales Hvperboloid, d.h. die Kreisschnitte desselben stehen senkrecht zu 


und 1). 
Durch Drehung von % um A, entsteht das Drehungshyperboloid 4 welches das 


entsprechende Drehungshvperboloid A, um 4A, länes Q berührt 
Um zu den JV’rofilflächen der Verzahnung zu gelangen, kann ınan mit Vorteil von 
der auch praktisch wichtigen Eigenschalt der Eingriffsfläche Gebrauch machen, daß hier 
wie bei Stirnrädern zwei beliebige von unendlich vielen Zahnrädern auf dem orthogonalen 
Hvyperboloid zum Kingrili gelangen Können Als Radachsen kann man nämlich zwei 
beliebige Erzeugende der zweiten Schar des hyperbolischen Paraboloids (N) wählen. 
"esteehalten wird dabei außer dem P’araboloid die Richtung der Zentralachse des Null 
systems. Es ist leicht zu sehen, daß man zu derselben Eingriifsfläche gelangt, wie auch 
die Radachsen auf dem Paraboloid gewählt werden mögen. Insbesondere kann die eine 
Radachse mit @ selbst zusammenfallen. Weil dann alle Erzeugenden E der Eingriffs 
tläche durch diese Radachse eehen, muß die zugehörige Profilfläche eine Ebene sein 
Denn nur so kann sie außer den Erzeugenden noch eine weitere Gerade enthalten 
\uch die in der Ebene liegende Rickkehrkurve läßt sich angeben. Weil nämlich die 
Normalen des orthogonalen IIvperboloids längs /, alle durch & gehen, ist Z die Eingriifs 
ni ‚) der Rickkehrkurve, und diese selbst die Meridianhvperbel des Hvperboloids 
elches dureh Drehung von Z um @ entsteht 
letzt lassen sich aber die Profilflächen beliebiger Räder des Satzes aus der Ein 
‚riffsfläche als Gegenprofile von ebenen Radialflanken mittels der Proportionalität ent 
sprechender Drehungswinkel herleiten 
Zur Charakterisierune der Verzahnung möge der einfache Sonderfall dienen, w: 
und Z parallel sind. Man erhält dann einen Satz von Stirnrädern mit Zvkloiden 
erzahnung Indessen lassen sich haumverzahnuneen, welche zur ebenen Zvkloiden 
erzahnune analoe sind, in ganz verschiedener Richtung finden 


5. Graphische Integration zur Bestimmung einer Profilfläche. Die Be 
immune der Profilfläche aus der Eingrifisfläche erfordert eine Integration, deren FEr- 
ebnis in dem unter 4 beschriebenen Beispiel sich durch eine einfache geometrische 
Betrachtun®e vorhersehen lied Zur rechnerischen Durchführung sei auf die von Herrn 
\I Disteli in Zeitschr. für Math. und Phys. 51 1908), 5. 246 für konische Räder ge 
machten Entwiekluneen hingewiesen, insbesondere auf das in den Gleichungen (25) ent 
haltene Ergebnis, welches fast unmittelbar au! den Fall der Hvperboloidräder mit ab 
wickelbaren Protilen sich übertragen läßt. Ist nämlich die entsprechende konische Ver 
zahnune bekannt, so ist, wie unten 7 vezelgt wird, keine Integration mehr nötig. 

Im Anschluß an 4 möge schon hier eine Bestimmung der Profillläche durch 
seraphische Integration Platz finden, ‚bwohl sie die Kenntris der Kurve (r,) auf der 
Finerifisfläche zur Voraussetzung hat, in weleher die Rückkehrkurve von “%, zum Ein 

| erif kommt. Zu dieser Kurve (r7,) gelangt man nach 
den unter © und Z gemachten Ausführungen 


Seien a, Er, die Projektionen von A, Er, auf 

|| y eine zu A, senkrechte Zeichenebene, dann benutzen 

| \A . wir zwei Scharen von Kreisen um denselben Mittel 

\ \\ N punkt «, , von denen die eine die Geraden E berührt, 

\ _ A während die andere durch die Punkte r, eeht. Sind 

| BR \ eine große Zahl dieser Kreise gezeichnet und paar 

\ | | | weise gleich beziliert, also etwa mit Bı B» B;... und 

Y —— | Ci Cu C,... bezeichnet, so beginnt man mit «der Inte 

1 oyation an einer beliebieren Stelle von C, und zieht 

I diejieniee Tlanrente an den Kreis B,, welehe durch 

N Drehung aus der entsprechenden (reraden F um a 

hervorgeht \on einem Punkt, welcher auf dieser 

angente etwa in der Mitte des kleinen Stückes 

zwischen den Peripherien von (, und (€, gelegen ist, zieht man weiter die Tangente 

an BD Fährt man so fort, so bilden diese Tangenten angenähert die Projektionen der 
Erzeugenden der Profillläche % Abb 















































Sind die beiden Jrofilflächen nach diesem Verfahren anrenähert konstruiert, dann 
bildet die Proportionalität entsprechender Drehungswinkel ı, und ı, ein geeignetes 


Mittel zur Prüfune der Genauiekeit. An Stellen. wo die eine Profilfläche sieh nach dem 
\erfahren nicht genau zenug ergibt, wird man die andere bevorzugen 


Von einer ganz beliebigen Drehungsfläch:« /,, um die Radachse A, ausgehen! 
velanet man auf foleende Weise zu einer Verzahnung mit abwickelbaren Profilflächen 
\Ian bestimmt zuerst die auf / lierende Kurve (), und zwar ergeben sich auf jedem 


Parallelkreis zwei Punkte der Kurve. Man hat nur die Spitze des zu dem Parallelkreis ge 
hörieen Normalenkeeels mit A, durch eine Ebene zu verbinden und diese mit dem Parallelkreis 


„um Schnitt zu bringen Die Normalen der beiden Schnittpunkte gehen dann durch 4), 
und 4: sie gehören also zur Itegelfläche (N). Durch Projektion von N auf die zu 
eehörige Berührungsebene von /, in der lRtichtune von AM ergibt sich X und aus deı 
Kingriffsfläche (/ durch das beschriebene Integrationsverfahren die abwickelbaren 


Profilflächen 


6. Krümmung der Protilflächen. Die Profilfläche ®, wird längs E von einem 
Kreiskegel oskuliert, dessen Achse /, in der Normalebene 6 liegt. Zu deren Bestimmung 
benutzen wir, daß sie allen Parallelfllächen von %, gemeinsam ist Die Spitzen der 
oskulierenden Keeeltlächen !ieren auf den Rückkehrkurven der Parallelflächen 


verschiebt man alle Eingrifiseeraden # parallel zu sich selbst längs der ge 


meinsamen Protilnormalen um eine konstante Strecke bis FE, so entsteht eine neue 
Kinerifisfläche (ZE auf welcher zwei Parallelflächen von ®%, und “%, zum Eingriff ge 
angen. In irgend einem Moment ist dann je ein Punkt der Rickkehrkanten von P, 
und ihrer Parallelfläche im Punkt von F bzw ı von E im Eingrifi Diese Punkte 

und 7, sind eben (die Spitzen der oskulierenden Kreiskegel, /, ist daher ihre Ver 
binduneslinie \Wie früher geezeiot wurde, eehen die Normalen der Eineriffsflächen (FE 
und (E) in 7, und durch A Nun läßt sich zeieen, dab die Poloerade /’ den beiden 
Kineriiisflächen gemeinsam Ist Dieselbe liegt einerseits auf der zu Ö in Z senkrecht 
stehenden Ebene, andererseits in der Zentralebene von A Diese Ebenen sind aber den 


beiden parallelen Verzahnungen gemeinsam. Die Normalen von (E) in rı und von (E)ino 
eehen somit beide sowohl durch A, wie durch 7’ und stehen senkrecht auf F. Sie sind daher 


Erzeuegende eines durch Aı und PP gehenden Paraboloids, welches eine zu FE senkreeht: 
hichtungsebene hat Dieses Paraboloid enthält auch die Gerade N als lirzeurende 
Sein vollständiger Schnitt mit der Protilnormalebene 0 muß durch \ und v, v,, d.h 
//, gebildet werden. Zur Konstruktion von /?, suche man zuerst den Schnittpunkt mit Z 
Das Lot auf Ö in diesem Punkt ist eine Erzeugende des Paraboloids und muß durch 
P und 4A, gehen. Man hat also nur die Projektion von 4, auf Ö mit 1 zum Schnitt zu 
bringen (Abb. 2b Die Richtung von AR, ergibt sich sehr einfach mittels der sphärischen 


Abbildune. welehe unten besprochen wird 


Früher war von der Möglichkeit des Zusammenfallens der Punkte y und r die 


Rede. Man sieht jetzt, daß ein solches in jedem Bewegungsmoment für eine einzige der 
Parallelflächen von #,® eintritt, nämlich im Schnittpunkt von N und /},. Daß y mit ı 


auch dauernd zusammenfallen kann, zeigt eine unten beschriebene Verzahnung, bei deı 
ein Kegelrad mit einem Hyperboloidrad zum Eingriii kommt 

Für die Achsen AR, und /%, der Kreiskegel, welche die beiden Profilflächen längs 
EF oskulieren, läßt sieh noch ein einfacher geometrischer Zusammenhano nachweisen, der 
die eine aus der andern herzuleiten gestattet 


mn 


Die Charakteristik der Normalebene © der Profilflächen im Nullsystem, welche 


mit D bezeichnet werden soll, ist die Projektion von M auf ( Ks soll gezeigt werden, 
daß sich A, und /% auf D schneiden. Zu den durch A,, A, und D gehenden (seraden 
sehört N, ferner eine Senkrechte zu 0°), sie besitzen daher eine zu F senkrechte 


Richtungsebene, weil die genannten Geraden zu 4 senkrecht gerichtet sind. Daß die 
Geradenschar ein Paraboloıd bildet, folet ja daraus, daß D ebenso wie JM mit A, und 
A», zu einer Ebene parallel ist. Eine zu Z# senkrechte Richtungsebene haben auch die 
Paraboloide durch A, Aı P und 4 RK P Daraus läßt sich folgern, daß die drei Para 
boloide außer der (reraden N noch eine zweite Gerade N eemeinsam haben. Denn die beiden 
durch die vier Geraden Aı A; P und D gehenden Sekanten N und N müssen als Er 
zeugende des ersten Jlaraboloids zu der genannten Richtungsebene parallel sein und 























rehören somit auch den beiden andern Paraboloiden an. Die drei Geraden /, A» und 7 


müssen also von N’ getroffen werden. Da sie sämtlich in ö liegen, ist dies nur in einem 
und demselben Punkt möglich, falls nicht etwa N selbst in Ö liegt Dann müßten sich 


ıber N und N’ schneiden und A, und 4» in einer Ebene liegen 

Damit ist zezeiet, daß sich #, und ZA, mit der Projektion der Zentralachse M au! 
die Normalebene © in einem l’unkte schneiden 

Daraus folet z.B, daß und », nur zusammenfallen können in dem M nächst 
eelerenen Punkt von / 

Die Krümmungsverhältnisse der Profilflächen geben für die Auswahl der Teile 
inen Anhaltspunkt, welche als Arbeitsilanken verwendet werden können, ohne daß Ueber 
schneidungen zu befürchten sind, wenn auch zur endeültigen Lösung dieser Frage in 
jedem einzelnen Fall besondere Untersuchungen nötige sind 

Wenn in der remeinschaftlichen Normalebene Ö der Profilflächen die Achsen deı 
beiden Oskulationskegel bestimmt sind, so trifft ein Lot von ihrem Schnittpunkt auf die 
Berührungeslinie E diese in einer Stelle /, wo die Profilllächen die gleiche Krümmung 


besitzen, dieselben sich also im allgemeinen iherschneiden müssen. l’erner wird durch 


, 


die Schnittpunkte , und », der Kegelachsen mit X ein Teil von X abgegrenzt, wo die 
Profilllächen ihre konvexen Seiten gegeneinander kehren Dies tritt in dem zwischen 
zw. außerhalb lieeendem (rebiet von E ein, je nachdem X außerhalb bzw. zwischen 
releeen ist Diese Teile wird man zur praktischen Verwendung als Zahnflanken 
| | bevorzuren 
Kin zu nahes Herängehen an die kückkehrkurven, also an r, und »,, oder gar ein 


I!’ehberschreiten derselben verbietet sich von selbst. 


Auch der Fall, wo die beiden Aehsen der t()skulationskegel zusammenifallen, die 

’rofilfllächen sich daher längs #E oskulieren, kann eintreten Die notwendige Bedingung 

hierfür ist, daß die Paraboloide durch A, 7, P und A, Rı P zusammenfallen Wenn aber 

| P und 7, mit A, und A, paraboloidische Lage haben sollen, so müssen sie zur gemein 


‚amen Normale von A, und A,» senkrecht serichtet sein 


“s sind dann zwei lälle zu unterseheiden. Wenn 7 mit Z zusammenfällt, artet 


das Normalenparaboloid längs FE in eine Ebene aus, die mit Ö zusammenällt. Z ist eine 
"orsallinie der Eingrifisfläche. Die Profilflächen oskulieren längs % denselben Kreiskegel, 
dessen Achse 7; ist Solche Stellen sind praktisch nicht verwendbar. 


\Venn daveeen /’ und / nieht zusammenfallen. muß die Ebene durch 7 und / 

u Jı und 4;, die zu ihr senkrechte Ebene 6 also zum eemeinsamen Lot von Aı und 4; 

f parallel sein. Die Kegelachsen 7, und ZA» sind dann im allgemeinen zu einander 
parallel und allen nur zusammen, wenn eine Richtungsebene des hyperbolischen Para 


1 


holoids durch A, A; und 7 senkrecht zu ZZ steht Bei diesem Ausnahmefall „eht das 
P’araboloid durch die Projektion D von M auf ı Schönflies >. 104 also müssen PR 
und /&% beide mit ) zusammenfallen Diese Ausnahme wird aber im allgemeinen gar 
nicht eintreten, sondern nur der Fall paralleler Oskulationskegelachsen, welcher der Ver 
ahnunge kein Hindernis bietet Die Bedeutung dieser Tatsache tritt erst zutage, wenn 
man den entsprechenden Fall bei der zvlindrischen und konischen Verzahnung betrachtet. 
nämlich den Durchreang des Eingriffs durch die zur Ebene der Radachsen senkrechte 
bene, welche die beiden Teilzvlinder bzw. Teilkegel berührt. Dieser Durchgang wird 
immer in der Berührungslinie bewerkstelligt, weil sich beim Durchgang an anderen 
en die Veı 


== 


Stellen die Profilflächen oskulieren würden bei der Raumverzahnung lieg 
hältnisse also viel günstiger und wenn man die Bedingung aufstellt, dab die Eingriffs 
lläche durch die Zentralachse M gehen soll, so ist eine solche Uebertragung einer Ein 
schränkung, welche für Stirn- und Kegelräder notwendig ist, auf den analogen räumlichen 


"all nicht berechtigt 
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Heft ı Stübler, Über hyperboloidische Verzahnung 


Man verzichtet überhaupt bei räumlichen Verzahnungen am besten auf die Unter 
scheidung eines Kopf- und Fußprofils, eine solche wäre meist nur auf künstliche Weise 
zu bewerkstelligen 


7. Die sphärische Abbildung. Wie schon eingangs erwähnt, läßt sich jedeı 
Verzahnung mit abwickelbaren Profilflächen eine konische Verzahnung zuordnen, bei 
welcher die Richtungskegel von ‘, und “, die Profile der Kegelräder sind. Dabei 
müssen sie sich um Achsen 4 und A drehen, welche zu 4A, und A, parallel laufen, 


und sie berühren sich in jedem Moment in einer Ebene &’ längs einer Geraden FE”, welche 
ZU und E parallel sind. Allen Parallelen zu JM, also z. B. der Greraden /, entsprich! 
dieselbe (Gerade M Die Charakteristik /' bestimmt man hier auf der Ebene :°, indem 


man diese mit der dureh .}/” gehenden Normalebene d° zum Schnitt bringt 
Diese sphärische 

Abbildung eignet sich N 

nicht bloß zu theoreti 

schen Untersuchungen 


sondern ganz besonders A, '; 
auch zur Ausführung N | 
von Konstruktionen, wie |,R | 
die Bestimmung von ww T ‚ 
PR, R,, deren Richtung N NS K 
sich einfach in der Ab IN v2 
bildung ergibt 7 JMAN | N ıf 
Wir führen auße:ı v2’29 NN Rn. g° | | 2 
der Bildkugel eine zu {14 | jet it I 
M"’ senkrechte Bild % er x N | 
ebene ein. Wählt man | ' 
den Abstand vom Fix ne 
punkt der konischen F 
Verzahnung eleich dem \bb. 2 1 
Parameter Ak des Null 
systems, so erreicht man nach Satz II zugleich, daß die Spur des Kegels (: in deı 


Bildebene mit dem Normalschnitt des Zvlinders (Ö) übereinstimmt: die Tangzenten deı 
beiden kongruenten Kurven in entsprechenden Punkten sind dabei zu einander senkrecht 
Ueber die Spuren der Richtungskegel in dieser Bildebene gilt: Die Spur von (/ 


ist die Fußpunktkurve der Spur von Die Spuren der Kegel (E und (N sind 
inverse Kurven 

e wird als Schnittlini: deı Kbene ) N und der auf © in M senkrecht 
stehenden Ebene konstruiert (Abb. ?a /?\" ergibt sich dann in Ö" als Schnitt mit der 
Ebene P’A; Nach Konstruktion der Richtungen IP A!" RM können die Parallelen 


PA, RAR, leicht eefunden werden (Abb. 2b), da man ihre Schnittpunkte mit /, kennt 
(P ist in Abb. ?b nieht eingezeichnet 

Um Konstruktionen über konjugierte (rerade z. B. 4, und A, auszuführen, benützt 
man die Bahntangenten 7, und 7% der ./ nmächstgelegenen Punkte oı und o, von 
A, und 4;. Zieht man in der Ebene |A,’ A die Senkrechten 7," und 7,’ zu A,’ und A 
so sind die Abstände der Bildspuren dieser Senkrechten von M' gleich den kürzesten 
\bständen der Geraden 4; und A, von J/ 

Auch auf eine bequeme Konstruktion von N aus N" sei hingewiesen Durch die 
Schnittpunkte einer beliebigen zu J/ senkrechten Ebene mit den Radachsen muß man 
Parallelen zu den Bildspuren von A," N und Ay’ N” ziehen, um einen Punkt von \ zu 
erhalten Abb. 2a und b. 

An die sphärische Abbildung schließt sich die Aufgabe an, Verzahnungen mit 


abwickelbaren Profilflächen aus einer konischen Verzahnung abzuleiten. Es möge ein 
hr To \ del R | | 2 371 Ss. 5693 \ \u ıhmı | 
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allgemein giltiger Satz über die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden einer Regelfläche 


vorausgeschickt werden, der eine wichtige geometrische Beziehung zwischen den Regel 
flächen (N) und ereibt 


Satz Ill: Wenn man durch die Punkte einer Kurve. welche die Krzeugenden N 


einer Regelfläche senkrecht schneidet, die Normalebenen zu N leet, umhüllen diese die 
Tanzentenfläche einer eeodätischen Linie auf der abwickelbaren Fläche. welche von den 
Zentralebenen der Erzeueenden \ umhüllt wird 
Um die Kichtigekeit «des >atzes einzusehen, beachte man, daß die Erzeurende 

on als Sehnittlinie zweier benachbarter Ebenen auf zwei benachbarten Normalen .\ 
senkrecht steht und also eine Parallele zu ihrem Striktionsstrahl ist und in der Zentral 

bene x von X liept Weil & in liegt, verläuft die Hüllkurve von @, d.h. die Rück 
kehrkurve von ı in der llüullfläche von Die Schmierungsebene der Hüllkurve von 
Ist sie steht au! | senkrecht, weil sie zu \ normal ist 


Den sämtlichen Orthogonaltrajektorien von (N) entspricht eine Schar geodätischeı 
Parallelen auf der Hülliläche ()) der Zentralebenen und (y) ist dıe gemeinsame Fläche 


ır die dureh die Orthogonaltraiektorien eehenden abwickel 


1} 


der Hauptkrümmungszentra 
baren Flächen 
Winfache Beispiele sind die Oıthogonaltrajektorien der lÜ:rzeugenden eines Drehungs 


hvperboloids und eines hvperbolischen Paraboloides Sie lieeen dem Satz zufolee auf 
der Tangentenfläche einer gemeinen >Schraubenlinie bzw. einer auf einem parabolischeı 


/vlinder verlaufenden >Schraubenlinie 
Kennt man die Prolilllächen und den Eingriffiskegel einer konischen Verzahnung, 
so kann man eine Verzahnune mit abwickelbaren Profilflächen bei eekreuzten Radachsen 


’- 
daraus herzuleiten versuchen \lan hat nach dem oben angerebenen Veriahren aus den 
kichtungskegel (A die Regelfläche (N) durch A, und A» abzuleiten und dann eine 
Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden von (N) zu suchen Dazu ist freilich eine Inte 


ration nötig, deren Ergebnis sich aber manchmal mit Hilfe des Satzes III voraus sehen läßt 


a) Als erstes Beispiel wählen wir die sphärische Evolventenverzahnung, bei 


welcher die Eingriffslinie ein durch M’ gehender Großkreis ist Da FE" ebenso wie \ 

in der Kingriffsebene durch ‚4° bleibt, müssen (#7) und (N) je eine zu ihr parallele 
Kichtungsebene haben, zu welcher daher auch die Normalebene © parallei bleibt. Es ist 
also (N) ein durch die Radachsen eehendes hvperbolisches Paraboloid Die Zentral 

ebenen der HErzeugenden N stehen senkrecht zur Richtunesebene und umhüllen einen 
parabolischen Zylinder In einer Projektion uf die Riehtungesebene erscheinen also die 
KErzeugenden N als Tangenten einer Parabel; eine Orthogonaltrajektorie dieser Tangenten, 
d. h. eine Parabelevolvente, ist die Projektion von ig), und die Taneenten dieser Parabel 

evolvente sind schließlich die Projektionen der EKinerilfseeraden J/ Damit ist die 
onstruktion der Eingriffsfläche gekennzeichnet. Zur Bestimmung der Profilflächen 


braucht man die sphärische Abbildung, in der die l’rofilkurven sphärische Kreisevolventen 
sind Die Drehungswinkel ", und Ws sind dieser sphärischen Verzahnung zu entnehmen 
und damit ats jeder Eingriifseeraden // die Krzeugenden der Profilflächen herzuleiten 
welche in E zum Kingrilf kommen 

Weiter seien zwei Verzahnungen kurz erwähnt, bei denen (die sphärische Al 
bildung besonders einfach wird, die verallzemeinerte Oliviersche Verzahnung und eine 


von der früher besprochenen verschiedene Zvkloidenverzahnung Ks sind dies die Fälle 
wo q oder dauernd ins Unendliche fällt. Die Normale der Eingriffsfläche im unendlich 
iernen Punkt von E ist die unendlich ferne Gerade der Zentralebene von / 

b' Im ersten Fall, wenn 9 im Unendlichen liegt, muß die zugehörige Normale A 
durch die unendlichfernen Punkte von J, und Ay gehen, die Zentralebene von % mub 
also immer zu 4A, und 4A, parallel sein Dies ist nur möglich, wenn die Eingrifisfläche 
in eine zu .ı und 4, parallel gerichtete Ebene ausartet. Die Richtung von Z ergibt 


sich als konstant und man stößt auf die bekannte Verzahnung, deren Profilflächen ab 
wickelbare Schraubenflächen ) sind. 
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Heft ı Stübler, Uber hyperboloidische Verzahnung 1% 


c) Ist dagegen r, dauernd im Unendlichen gelegen, so umhüllt die Zentralebene 
von E eine zu Äı parallele Zvlinderfläche Die kKrzeugenden % der Eingriffsfläche haben 
eeeen A, konstante Neigung '), ebenso diejenigen der Profilfläche %,, welche daheı 
eine Zvlinderiläiche sein muß. In der sphärischen Abbildung _artet,das eine, Profil in 
einen Punkt aus; das andere wird eine sphärische Epitrochoide. Die Kingrifislinie, ein 
Kreis um A,", geht im allgemeinen nicht durch J/; ist dies aber der Fall, so wird (b, 


dann geg 
li 


das Kopfprofil eines Kegelrades mit Zykloidenverzahnung. Will man die zugehörige 
von der in 4 beschriebenen verschiedene räumliche Zvkloidenverzahnung mit abwickel 
baren Profililächen finden, so sind auf der hegelfläche (N), die einen Richtungskegel (N 
von der dritten Ordnung besitzt, also selbst von der sechsten Ordnung ist, die Orthogonal 
trajektorien |y) der EKrzeugenden zu bestimmen Diese Aulgabe führt auf elliptische 
Funktionen ° 

d) Schließlich greifen wir noch einmal aui die früher beschriebene Zvkloiden 
verzahnung zurück, von der gezeigt wurde, dab sie die Satzeigenschaft besitzt und daß 
zu dem Rädersatz ein Zahnprofil mit ebener Radialilanke zehört. In der sphärischen 
Abbildung’) ist #° der Schnitt zweier durch ‚J/” und Q° gehender, auf einander senkrechte: 
Ebenen E’ beschreibt also einen sogenannten Orthogonalkegel, während N weil es 


auf Q’ senkrecht steht, ein ebenes Strahlbüschel beschreibt A,’ und As” lieeen in der 
Ebene |)/’ @’| und zwar wählen wir für A,” die besondere Lage senkrecht zu Q”, so daß 
A in die Ebene (X fällt A soll zunächst mit (° zusammenfallen, später aber 
beliebig gewählt werden üs wird sich zeigen, Jaß man von der so bestimmten 
sphärischen Radialilankenverzahnung ausgehend zu einer ganz neuen räumlichen Radial 
flankenverzahnung gelangt, welche nicht mit der in 4 beschriebenen zusammenfällt 

Die Geraden \ schneiden nämlich A, alle in demselben Punkt o,, bilden also ein 
ebenes Strahlbüschel wie (N, ährend in #4 (N) ein Paraboloid war. Der Unterschied 
erklärt sich daraus, daß in 4 die Radachse A,, wenn sie zu () senkrecht stehen soll, ins 


[nendliche rücken muß, während wir jetzt annehmen wollen, daß 4A» im Endlichen 
eelegen ist, was mit der sphärische:ı Abbildung nicht unvereinbar ist, Die Orthogonal 
traiektorien 'q) von (N) sind Kreise um Da die Profilflächen, welche verschiedenen 
Kreisen um »o, entsprechen, Parallelflächen sind, genügt es, den Fall zu untersuchen, wo 
der Kreis unendlich klein SI Wieder wie in 4 artet die Zylinderfläche Ö . welche zu M 
parallel sein und die Geraden N berühren soll, in eine Gerade /, aus Dieselbe schneidet 
aber hier die hRadachse 4A, in Die kingriiisfläche ist ein Orthogonalkegel durch 
A ınd / Die Profillläche %, wird von einer Ebene umhüllt, welche sich um 4, dreht. 
während 4: selbst sich um 4» dreht Die Winkelgeschwindigerkeiten verhalten sich dabei 
wie 2 Zu Jetzt eehen wir zu einer von ( verschiedenen durch eehenden 
Radachse über Soll die Kinerifisfläch dieselbe bleiben, so muß L. also die Richtune 
von M, festzehalten erden, während sich das Verhältnis deı Winkelgeschwindigkeiteı 
der Zahnräder ändert Weil die Eingriifsfläche eine Kegelfläche ist, durch deren Spitze 


die Radachse A, geht, ist das erste Zahnrad ein Kegelrad. Das zweite hat wie vorher 
die Profilfläche % Die Satzeigenschaft bezieht sich hier also zunächst nur auf das 
erste Rad, welches aus einem Satz von Kegelrädern, zu dem ein Zahnprofil mit Radial 
tlanke gehört, beliebig ausgewählt werden kann. Aber auch für die zweite Radachse hat 
man einen gewissen Spielraum. Man kann nämlich die beiden Profilflächen beliebig 
vergrößern, so daß sie zu sich selbst ähnlich bleiben Die erste Protilfläche ändert sich 
als Kegelfiläche dabei gar nicht. Dies läuft darauf hinaus, daß man die zweite Radachse 
in der Richtung des gemeinsamen Löotes der Radachsen parallel zu sich selbst verschiebe:ı 
xann. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten ändert sich dabei nicht mehr 


Es ist leicht einzusehen, daß diese wichtige Verzahnungsart, welche zum Unter 


schied von 4 als Radialflankenverzahnung zweiter Art bezeichnet werden möge, sich 
noch in einer Richtung verallgemeinern läßt, wenn man nämlich statt 0, einen beliebigen 
Punkt von A, als Kegelspitze wählt N) ist dann das Strahlbüschel der durch 


q und A, gehenden Geraden. In seiner Ebene kann die Achse des zweiten Rades 
parallel zu sich selbst verschoben werden, während das erste Rad wieder ein Kegelrad 


ist, welches aus einem Satz von Kegelrädern beliebig auszewählt werden kann Die 
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\chsen dieser Kegelräder liegen in einer durch 9 gehenden Ebene, welche zu A, parallel 
ist. kine Radialflanke kommt in diesem Satz aber nicht mehr voı Damit sind die Ver 
zahnungen mit abwickelbaren Profilflächen erschöpft, welchen die Satzeieenschafit zukommt 
wie man leicht daraus schließt, daß die Radachsen sämtlicher Satzräder die KErzeugenden 
einer Regelfläche (N) schneiden müssen 


Allgemeine räumliche Verzahnung 


8. Bestimmung der Eingriffsfläche aus einer gegebenen Profilfläche. Dreht 


man eine beliebie verebene Profillläche mn die zugehörige hadachse A,. so erhält 
man für jede ihrer Lagen die Berührungskurve mit dem Gegenprofil als Charakteristik 
bezüelich der Schraubung um ./ mit dem Parameter \us diesen Charakteristiken 
setzt sich die Kineriffsfläche zusammen | alleemeinen Fall wird man rechnerische 


Behandlung des Problems bevorzugen, indem man die Bedingung aufstellt, daß die Bahn 
tangente eines Punktes der um 4A, zeredrehten Profilfläche diese berührt 

Man kann jedoch auch graphisch die Aufgabe lösen, irgend eine Normale der 
Profilfliüche so weit zu drehen. bis sie in die Einpgrifislare eelanet, wo sie eine Null- 


linie des Nullsvstems sein muß Die unendlichferne (rerade eineı u A, senkrechten 
Ebene sei /, die zu ihr im Nullsvstem konjugierte (zu J/ parallele) Gerade X. Man 
dreht die Profilnormale um 4,, bis sie Ä in einem Punkt schneidet Die Nullebene 
von %k wird dann zu A, senkrecht stehen Ks eibt zwei solche Punkte %, die aber beide 
zu den eleichen l,ösuneen führen Ist einer derselben eefunden, dann macht die weitere 
Konstruktion keine Schwieriekeit mehı Durch den Punkt % geht eine Erzeugende G 


Iyı 


der zweiten Schar auf dem von der Profilnormalen beschrie 
benen Drehuneshvperboloid, deren Konijueierte / in der Null 


ebene von %k liept Man brinet HZ mit dem in dieser Nullebene 

erenden, durch rehenden Parallelkreis des Drehungshvpeı 

holoids zum Schnitt Durch jeden der beiden Schnittpunkte 

fi seht dann eine Eingrilislare N der gegebenen !’rofilnormale 
Denn N schneidet zwei konjueierte Gerade G und 7 und ist 

daher Nullirice In der Abb ist die Konstruktion in einer 

zu senkrechten ProjJektionsebene auseeführt Die ursprüng 

liche oe der Profilnormalen ist nicht eingezeichnet. Die 

Konstruktion wird sehr einfach, weil sich @ und HZ auf A 

treffen, da die durch den unendlichfernen Punkt von Aı gehende, 

\ (, und H schneidende Nullinie auch durch A» eehen muß, und 
weil // zur Ebene /|G A) parallel ist, da der Nullpunkt dieser 

bene der Schnittpunkt von // und sein mub Ihre Spur in der Projektionsebene 


ist in der Abbildune eineezeichnet 

Für spezielle Profilflächen lassen sich oft einfachere Konstruktionen finden: so 
missen bei senkrecht gekreuzten hadachsen die Normalen einer Schraubenfläche mit 4 
als Achse, welche durch die Charakteristik derselben gehen, zwei konjugierte Gerade 
treffen. Auf dieser (rundlage beruht eine Konstruktion der Eingriilsfläche des Schnecken 
eetriebes. 

Wenn eine Profililäche die Form einer Drehungsiläche mit ganz beliebiger Achse 
hat, läßt sich die (Charakteristik, wie folgt, finden ine kleine Schraubung der Achse 
der Drehungsfläche um ./ läßt sich ersetzen durch eine kleine Drehung um die zur Achse 


(7 
- 


konjugierte Gerade Dasselbe gilt dann auch von der Drehungsfläche selbst, wenn man 
von einer kleinen Drehung derselben in sich, der zu jener konjugierten Drehung, absieht 
Die Uharakteristik bezüglich der Schraubung ist also genau dieselbe, wie diejenige 
bezüglich einer kleinen Drehung um die zur Achse der Drehungsfläche konjugierte 
Gerade. Ein besonderer Fall sei noch hervorgehoben Wenn die Achse der Drehungs 
fläche momentan zu ./ parallel wird, geht die Charakteristik, welche dann zugleich einer 
Parallelverschiebung entspricht, in die Eigenschattengrenze für parallel einfallende Strablen 


1 N ‚be { koordinatensystie Sei re G 














left ) 14 
IDel du 1nr: Konstruktion wird in deı L.eEeNrTDUCH« er Warstelilenden beometr! das 
sogenannte Kupgelverfahren empiohleı Ks ist dies genau die Konstruktion, in welche 
die am Schluß von 9 aneegt bene harakteristikbestin mung Tu Drehiı nestilachen ın diesem 
Sonderfalle übergeht 

Ort der Berührungspunkt: Prolıllläche mit der Kingriifsftläch« 
Die Bestimmune der Eingriffslare wir: m einfachsten bei den Proiilnormalen, welche 
die Kadachse | trelien Vlaı hat 81 nu | Irene] ))S SIt LUC ( veltt Radachsı 

schneiden, weil sie n dies: | e Nullinien nd Die Kuı 7, ), dereı ‚ormalen 
durch 4 ehen, ist die Charakterist der Profilfläche 4 bezüelich einer Drehung um 
A BT entsprechend: Kkınerilisiinie / Ist AU der von beschriebenen Drehunges 
fläche /, wieder wie in 5 zu bestimmen, indem ma en Parallelkreis, welchen gı be 
schreibt mit einer Ebene zun schnitt brinet, die dure|l I; und den Schnittpunkt deı 
Prolilnormale in gı mit A, geht. Die beiden Schnittpunkte bestimmen dann die Eingriff 
stellen der Profilnormali Jeder Punkt ın ”D,, dessen Normale durch A, geht, kann 
daher olienbar nur mit einem Punl n % um Eingriff gelangen, dessen Normale 
is tri 

Satz I\ Die Charakteristikeı er Profilflächeı bezüelich ihrer Drehachsen 
kommen miteinander zum Eingriff und zwaı einer Kurve, welche die zugehörigen 
\chsensekanten senkrecht durchschneid: 

Zur praktischen Kraftübertraguı eienen sich die betreffenden Stellen der Profil 
flächen offenbar nicht, weil der Normaldruck dort urch die Radachsen geht, abeı 
theoretisch sind sie wichtige Denn wen! | Charaktı } /ı) reell ist, so kann man 
unmittelbar (9) und dann die entsprechende Kun des Gegenprofils bestimmen Inı 
inem Eingrifispunkt q werde | Prolili von der Eingrifisfläche berührt, weil die 
l[aneente der Kurve di | sebene de | tlächen fällt, und außerdem 
die Eineriiisfläch:« rü | 1 Pı äch | ' cemein ha 

da ich Bahntan: [ie f | Berührunesebene deı 
Prolilllächen und der Eingrifisfläche j | h (G ıch auf der Eingrifisiläche 
definieren als Oh ler Punkt: ieı Bahntano te1 | Kın: istläche berühren Zu 
der Ss0o definieı N Kı rvi de! F nor] Ilaecne eh erall \ ber Ger Kurve (] auch 
der Ort der Punkte lie Bahn rentt nit d | rente der Proflilberührungeslinie 
zusammenfällt Die beideı ( )lideı 184 l ırakteristik der Eingrifis 
fläche bezüglich der zum N\ullsystem gehörige: 

Nach den ausge: rte Konstruktion tnhoden n ‚ jeder Punkt der Profilfläche % 
an zwei »>tellen zum EKinerifi geelaneen Daraus folet z. B. für die im Abschnitt I be 
handelten abwicek: lbaren ron llächen. mal) ede noc! ell Zweites nicht abwıckelbares 
Gegenproiil haben muß Im allgemeinen Falle können die zwei zu einem Profilpunkt 
eehörigen Eingriffspunkt: ıch imaginär werden Die Punkte der Profilfläche, welch:« 
die zweimal von den ea ıicht zum Einrerıifi eelaneenden Punkten trennen, bilden eine 
mathematische Eingrifiserenz: Denkt man sich alle Berühruneskurven der Profilflächen 
auf eine Anfangslaere der Proiilfläche durch Zurückdrehen um A, zuriückeeführt. so 
bilden sie die Kurven eleichzeitieen Einerifis auf der Profilfläche Dureh jeden Punkt 
der Profilfläche zeheı ZWwe solche Kurven eleichzeitieen Eineriffs. die für die Punkte 
ihrer Hüllkurve, eben jener Grenzkurv: zusammenfalleı Für den Fall einer ebenen 
Profilfläche schließt man daraus aB diese Hüllkurı eine Kurve zweiter Klasse ist, 
deren Tangenten die Linie: leichzeitivren Einerifis bildı 

Wenn ein Punkt Hullku zum Kineriiff kommt reht die Normale 
der Eingriffsfläche in r, durel | Denn der Punkt beschreibt um A, einen Kreis, 
welcher bei rı zwei konsekutive Berührungeslinien trifft Dreht man also die Eingriffs 
fläche um 4 so zerfällt die einhüllende Drehunesfläch:« n A. und A 

oO, Gleitkurvenpaare. Wen eine Verzahnung aus der Einerifisfläche hergeleitet 
werden soll, sind diejenieen Kurvenpaare von Bedeutung, welche bei der Bewegung sich 
stets berührend aneinander hingleiten Sie sollen kurz Gleitkurv« npaare genannt werden 
Solche Kurven treten auf jeder bewegten Fläche und deren Hüllfläche in einfach unend 
licher Zahl auf Nan können bei ieder räumliche Bewerung auch ganz unabhäneie 

ınten Weı ) ‘ sprech« Gleiı A U Bsi ( ıiBCI leı 
Koordinate tes sind Hül | 124 B Ä n 
I = 
+ 
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von einer Fläche im bewegten Svst: 


deren Tangenten Bahntanrenten ihreı 
gleitkurven 


u 


Bei der Zahnradbewegung gilt 


Satz V: Durch Drehung ein« 





m Gleitkurven definiert rden als solche Kurven 
Punkte sind hre Hüllkurven sind dann die Gegen 


ER n 4 ea . m r 
s Paarı von \ ı{[Kurven um die zugehörigen kad 


achsen entstehen Drehungsflächen, welche sich längs der Eineriffslinie der Gleitkurven 


berühren 


Wenn die beiden (Grleitkurven ‚7, una G Ich momentan ın einem Funkt ] De 
rühren, dann schneidet die Nullebene von p, welche auf der zemeinschaftlichen Tangente 
von G}, und @s senkrecht steht, die Radachsen in Punkten, deren Verbindungslinie als 
Nullinie durch p geht. Diese Verbindungslinie ist m same Normale der Drehungs 
flächen in ». Auf derselben steht die Tangente der Berührungskurve @% der Drehungs 


flächen senkrecht. deshalb hat man 


weiıler den »>Däl 


Die Kingrifislinie eines Gleitkurvenpaares schneidet die Erzeurenden einer durch 


die Radachsen gehenden KRrgelfläche 


Umgekehrt 
gehenden Rrgelfläche ein Gleitkuı 


— 


Integration finden kann, die der in 
rechten Projektionsebene auseeführt 
Sind di: und de, zweı anei 


der (Grleitkurven, so ist das entsprechende Element der Eingriiislinie 6G 


gibt es zu jede 
 venpaar, welches man etwa durch eine graphische 


% beschriebenen anal: mr = einer Zu i DZW B senk 


1; 


senkrecht‘). 


r ÖOrthogonaltrajektorie G einer durch A, und A4 


werden kann 
nander in der Zeit dt! hingleitende Bogenelemente 





d f (il. + f 

Bezeichnet man das (rleitverhältnis d /&, mit /, so i: 

Die Momentanbewegung des Eingriffspunktes p auf G läßt sich aus zwei kleinen 
Drehungen um A, und A zusammensetzen Die Winkelgeschwindiekeiten sind dabei 

ich J. AH 

und 

/ ) / 

Bestimmung einer Verzahnung aus der Eingriffsiläch:. Mittels der 
(tleitkurven läßt sich die Aufeabe lösen Profilflächenpaare zu bestimmen, welche auf 
einer gegebenen Fläche zum Eingriif gelangen k: en Dabei sind die Kadachsen und 
Winkelgeschwindigkeiten als gegeben zu betrachten Die Gleitkurven eignen sich zu 
diesem Zweck, weil ihr Eingrifi von der nächsten eebung der Proiilflächen unab 
händig ist, eine Eigenschaft, die anderen Kurven der Profilflächen nicht zukommt 


Kennt man unendlich viele eine Fläche ‘@) erfüllende Kurven @G,. welche die durch 


ihre Punkte gehenden Achsensekanten senkrecht durchschneiden, so sind alle Profi 





tlächenpaare ®, und %,, welche (@) zur Eingrifisfläche haben, wie folgt zu bestimmen. 
Zr K ( de! I l 
u) \ va + yd 2 
Aus diesen (rleichungeı kKanı ) lie ( ei { f f 
Vektor Id Lv Vı dt Zur Bah: tanzent ırial ( l (le \ f € d Id 
\ 
dy+xrdı x zu den Richtungscosinus j i no Z { £ 
proportiona eil woraus sieh nebeı le (le | ir \ 
winkel ı El 
] y 
1 

Um deu Arte sverllis Ndurch ( eh | N 2 
ınöglichst klein zu ıD1e e d | ler ı | € 
! vor MY hat } h* 0 0 lad 1:18 x € \ 7 
heranrückt. \ber maı eht. daß deı hte Vorte 
rerinrereı iut ls he de KONISChe® } ZYVI ( { \ ; 
Andert weni ! ceren Null ) ıılı wenı 

Wiährend die beW« Zahn le} eri | erI M sta 
Iıı de! ‘ u rk I llendı } wen Ile Ra l | ‘ 
kann be Wıi d hiefen Radachseı voh\ n N ( { 7 
werden do eı KW N S, 100 nt yicddis 
Verzahnuı relansrren auf Grund einer nder) von de üb | | len: 
des Rollens. die von ihn nrervebent] Z.ahı id J | | 2 ( R rs 


vermindern. 











Aus den Kurven G leite N 
«D entsteht aurch usammense 
ireien \ Le | Si 
x I ( | 1 ‚ 
Ku n ntinuie e |] 
Wal GI ulı \ k 
(71 Een] acı dur 
juemsten und ohne Beeiı 
Kingpiı lläı | | 
| # l { near ( 
mun $ st dıeıe 
sekKante kri ent I { Lt 
Auf ıo1 | I | he 
welches seı ' eh 
nur die $ te ler ] 
der Eingriiisfläche, iı eneı ' 
die früheı IrmmıI U 07 hnı 
vemelt n ın enäl her /. d 
aus nd bestimmt ;s ınr die I 
unendlich viele Puı ( 
wie aus 8 heı roe| | { 
Punkt ' lt | Lie 
zieheı 1 x var 
in de nA tel | ( 
} Ist t | 
Eben: ST |) 
(eraden 
(> urn aff a . 
einel > ] \ 
W-Kurven schneide 
von A; \ Fl 
yıt schn: ideı | \ 
diesen Punkt Ks gehen d 
und im Fall der Existeır eINe®1l 
noch eine Kurve @. 


Wenn man Alt i OlllTlaı 


u P £ , n . 

und auf deı zteren die i ne 
man leicht alle zu der kKingeril 
man eine Kurve G um A S 


fläche () 11 entspı Ni Tr (} 


(leitkurven I ( nd 
Für eine | unter 4 
Schraubenflächen, die Eingrifi 


. ’ 
insbesondere die KRadacl 
. . I . < . 1 . 
eine » al O1 H Deri 
In} N on. al :.- 
gleiche Neigung haben Dı 
[ 
\ 
ru I) 
1 
KnZyK | 


„on 
zan 
de 


ı + 


an Die Profililäche 
Ile ‚er weoen der 

| edı Kurve G 

N] nselzu r deı 

kaumkurve 

Ni nit da die 

l im Di 

( vi au! deı 

Verza en zu Iınden 

5 eı elche ihre Achsen 
| neiemen ıIner Kur e@ (Fr, 
i} re Punkte sind 
3 18 QüleJenlirzen Punkte 
lachseır .h Solehe Punkte 
( ı # ne? ıstlächen ım 
een Profilfläch« 
Lu eser im alleemeinen 

il Kurve (g) bilden 
Kurveı ’_ in einem sineulären 
r e zum Vereleich heran 
} ( Ü elben müssen 

usammenfallen 
fl eine beliebige 
| ı deren Drehung um zwei 
entsteh« hat Herı 
Orthoronaltraiektorien 

Kurven sind Diese 
nkten die | rojektionen 

n W- Kurven 
( rehen nicht durch 
n singulären Punkt g, 
lurch ieden Punkt derselben 
äche einer Verzahnune kennt 


sıch 


bestimmen lassen, so kann 


en anreben: Denn dreht 
esfläche aus der Profil 
us den Kurven @G alle 
hnuneen ableiten kann 
Profilflächen abwickelbare 
‚arallele Eben: Wenn 
S ı lu die Kurven (Fr 
elche geren die Radachsen 


entstehen Drehungs 
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Heft 6 Basch, Genauigkeitssteigerung durch 


Hinzutreten 





einer neuen Beobachtung 


Über die Genauigkeitssteigerung 
durch Hinzutreten einer neuen Beobachtung. 


Von A. BASCH in Wien. 


n der Meßtechnik tritt sehr oft die Frage auf, 
treten einer neuen Beobachtung zu einer 
achtungsreihe und die Genauigkeit ihres 


ob und 


inwieweit durch 


147 


das Hinzu 
Beobachtungsreihe die Güte dieser Beob 


Ergebnisses gesteigert wird. Diese Frage 


soll hier zunächst für den einfach lieeenden Fall der direkten Beobachtungen und sodann 
für den wiehtigsten Fall der vermittelnden Beobachtungen besprochen werden. 


insbesondere untersucht 


Es wird 


wie die neu hinzutretende Beobachtung gelegen sein muß, damit 


einesteils die gesamte Beobachtungsreihe als solche, andererseits das Beobachtungsergebnis 


W 1 rd 


1. Direkte Beobachtungen. 


obachtuneen mit den 


in seiner Genauigkeit verbessert 


nekanntlich deı 


hafteste Fehler« der Lesung / 


pl! 
! L), 
I 
der mittlere Fehler zeerechnet auf das Gewicht 1, bezw. 
I! >). IA 
In der letzten Gleichune bedentet 


Kaas 


den Trägheitsradius eines Massensvstems in bezug 
die Einzelbeobaehtuneen veı 


hesteht 


den Abszissen 


ns more nun eine neue Beobachtung 
von dem bisherigen Mittel © um den Betrag 
= $ c 
abweicht Das neue Mitte 
pi % 
I 
j 7) 
ist gegenüber dem alten um den Betrag 
f; ) UV 
N 4 pP 


verschoben 
ziehung 


der vorteilhafteste Fehler der neu hinzurekommenen 
Zu 
p 
und die Summe der mit den Gewichten multiplizierten 
noment 
& p! y 


Für eine gesuchte Größe X 
2 
vorteilhafteste Wert« der gesuchten Größe X bezw. der »vorteil- 


der 


vom Gewichte 9 


Lesune 


vorliegen 


mittlere 


ist 


1 


ı hinzutreten, 


{ 


mögen n direkte Be 
Dann 


ist 


(9 


“,;9. 


Fehler des Mittels x 


auf seinen Schwerpunkt, das aus den n 
innbildlichenden materiellen Punkten mit den Massen p, und 


die 


(8 


Die neuen Werte der vorteilhaftesten Fehler ergeben sich durch die Be 


10) 


Fehlerquadrate (das Trägheits 


verwendet 


‚leichunge Y} 


nis 
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Der für die Itı el en Lesunz vervolist indigten 
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|’ 1 
iner Beobachtune sich nicht eeändert habeı 
(renaulokelt des neuı« lıttel dieselbe selı \ 
J I y 
\hsolutwerte der dı harakteı sch 


2. Vermittelnde Beobachtungen. 


) h 1 \ \ } 4 4 1 
Das Problem der Genauiekeitssteieerune durch Hinzı 
u nor F'; IIn va 3441, hi z on 
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der Abbilduı stellt Standardellipse« einer Beobachtungsreihe 
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Keitssteigerung eintritt, daher u 7 Ist, war 1a von vornherein selbstverständlich Fiir 


sehr große Beobachtungszahlen wird 


also doppelt so groß, wie wenn alle Beobachtungen bei dem Argumente des Randpunktes 
stattgefunden hätien. 
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4. Verbesserung der gesamten Beobachtungsreihe. Aequivalenzhyperbel. 


ir den mittleren Fehler « der Gewichts« heit besteht, wie aus der Verbindune von (21 


und (27) hervorgeht. die Gleichung 
8 
ij 11 > | ‚ı .. 2 . hf e 17 ’ 4 
ıirıitt nun eıne Neue IEODAL INne von \eWwicnie } ı hinzu mit den KNoordına en 
Ä  Y In bezue au! den alten Schwerpunkt 5 des Bbeobachtungsbildes. so verschiebt 
sich der Schwerpunkt nach dem Punkt 8° mit den Koordinaten 
/ } 


Die Koordinaten in bezug auf ein zu dem alten Svstem 


| ce y paralleles System & y 
durch den neuen Schwerpunkt 8’ sind 


U / 1 
som! 
A Y 
p 
und das NeElle Beobachtunesbild Ni A 11 )EeZIIO Ill das NEU et Achsensvstem die Massen 
momente zweiten (rrades 
/ } 
PM j J J 
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I I Fi 
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Der neue mittlere Fehler « der Gewichtseinheit wird bestimmt durch 
u } 8 
li 
} u 
' D 
} / / pP 4 
AR 
7 | p 
Setzt man diesen Ausdruck für / dem letzten Ausdruck in (45) für u” gleich 
und sieht %, sc als laufende Koordinaten an, so erhält man die Gleichung des 
Ortes aller Punkte, die solche Beobachtungen vom Gewichte p ı veranschanlichen, die 
durch ihr Hinzutreten zu den bisherigen Beobaehtungen an der Güte der Beobachtungs- 


reihe nichts ändern. Ks erweist sich hierbei als vorteilhaft zu dem durch die Gleichungen 


) pP 
I} Y Fr 


‚4 
definierten schiefwinkligen Koordinatensystem überzugehen, das heißt die Lage eines 
jeden Punktes wird durch seine bisherige Abszisse und durch seinen in der Richtung 
der y-Achse gemessenen Abstand y von der 


»Ausgleichsgeraden« zx zeekennzeichnet 
Dann ist 


IA 
l - 
und das Gleichsetzen mit ereibt als Gleichung der Ortskurve 
(56) 
p 
i) 
die demnach eine Hyperbel ist, die als \equivalenzhyperbel« bezeichnet werden 


möge. Vergleicht man die Gleichungen (56) und (32), so ersieht man: die Aegqui- 
valenzhvperbel geht aus der mittleren Fehlerhvperbel durch zentrische 
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Streckung Aehnlichkeits- Transformation aus Ien lıttelpunkte im Veı 


hältnis | D) pP pP 4 hervoı 
In dem besonderen Fall von lauter eleiehreewichtieen Beobachtungen lautet die 


Gleichung der »Äequivalenzhvperb: 


Die Aequivalenzhvperbel eı n besonderen Falle aus der mittleren 


Fehlerhyperbel durch zentrische Streekung im Verhältnis | 


In der Abbildang ist Aegq. My lie Aeauivalenzhvperbel Sie ist die Yııfachı 
Vergrößerung der mittleren Fehlerhyperbel und mit ihr ähnlich liegend, hat daher mit 
ihr gemeinsame, in der Figur strichlierte ÄAsymptoten Ihr Halbdiameter in der y-Richtung 
[1 
ist | i,=- 1,1733 

Liegt der eine neue Beobachtung vom (rewichte ». + eranschaulichende Punkt 
derart, daß von ihm aus reelle Tangenten an die Aequivalenzhvperbel gezogen werden 
können, so ist die Güte der Beobachtungsreihe verbessert, entoerengesetzten Falle ist 
sie verschlechtert worden 

Der Vollständiekeit halber sei noch Folgendes erwähnt Hätte man nach dem Ort 


von Massenpunkten 9, +1 gefragt, die durch ihr Hinzutreten zu dem Massensvstem deı 
n Punkte 7) bis y den Diameter de! Zuentralellipse des »DVvstem: In ae kiehtung deı 


(sröße nach nicht Ändern. so hätte man die Gleichune erhalten 


also die Gleichung einer Hvperbel, di durch lineare Dilatation im Verhältnis 
| In ) p 4 p he] rleiche: Wi1g h IvoeE] B ( pachtuneen j ft In der Richtung 
der y-Achse bei ungeänderten Strecker n der hichtunge der Ausgleichsgeraden aus deı 


Aequivalenzhvperbel hervor 


5. Genauigkeitssieigerung des errechneten Funktionswertes. Grenzkurven 
und Aequipräzisionskurve. Der mittlere Fehler « des vorteilhaftesten Wertes d,, deı 


durch Ausgleichung aus n Beobachtungen gerechnet wurde, ist zufole« nd (4 
unter Berücksichtieunge von (2%) durch die Gleichune geerrebeı 
LA if ‚»% ) 
) \ 
Durch Hinzutreten der neuen Bi ohat ntunge ] : Y N In entsteht flır das 


Argument x, der neue vorteilhafteste Wert y,' mit dem mittleren Fehler «#, der sich aus 


der Gleichung ergibt 


g 
\ 
JA IA ‚g 
/ q \ 
Hierbei ist 
Y Y ap hi) 
] 
ıpx*| geht aus (52), «“ aus (55) hervoı Hieraus ergibt sich 
i 2 4 2 ) 1 { , > 2 
LNPIT IH | renTr73 BR I ı LP pJrpP 1 ? A / r 1 j 
MU (61 


(die auf das schieiwinklige System zy bezorenen Koordinaten des neu hinzurekommenen 


Punktes (z, y) sind hier schon als laufende betrachtet Setzt man die Ausdrücke 
für a” und u“ in (58) und (61) einander gleich, so erhält man die Gleichung des Ortes 
v Br 


aller Punkte, die solche Beobachtungen vom Gewichte 7 veranschaulichen, die durch 
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Ks ist somit jeder später genannte dem Absolutbetrag nach größer als der 
[rüher angeführte Die zentrale Grenzkurv:i elbst hat ein vollends hvperbelartiges 
\ussehen. 


d.h ‚Vie müssen Beobachtungen beschaillien sein, damit die Genauig 
keit des zu dem beobachteten Argumentwerte gehörigen Funktionswertes vergrößert wird, 
oleich bleibt oder verkleinert wird Die Gleichung des Ortes der Bildpunkte der Beob 
achtuneen, die oleiche (ri naulel eilt eroeben. der Is Aeq uipräzisionsku rve« hi 

ichnet werden möee. erscheint zunächst als vön sechster Ordnune und lautet 
) y y p 4 pP ı 2 (m | y), ' ' y p|p 10° 8 Y 
J t ; j 1% ) I 4 
| ' bı u zZ 


ie zerfällt aber in die Gleichung des imaginären Parallelgeradenpaares 


und in die (rleichune 


I» u 4 ) I 
f .. 
7) + 7) 7) In ( ı74 
Die Aeuuipräzisionskurve (A: Pr. K. in der Abbildung st somit eine zwelästige 
kurve vierter Ordnunoe edem Wert von rehören zwei reelle, dem Vorzeichen 
nach entvregengesetzte, dem Absolutbetrag nach gleiche Werte von y Ebenso gehören 
u Jedem deı \bsolutbetrage nach die Ordinaten der Schnittpunkte mit der y-Achse (die 


mit jenen der »zentralen (Grenzkurve« identisch sind) überschreitenden Werte von 7 


zwei reelle, dem Vorzeichen nach entgegengesetzte, dem Absolutbetrage nach gleich 
oroße Werte von 

Entwickelt man für eroße Werte von xz und vernachlässigt hierbei Glieder, die 

als Faktor enthalten, so ist zu erkennen, daß die »Aequipräzisionskurve« die beiden 


Parabeln 


N] ] \ 2 / l f 
4 
) ) [p ) D 2\ 
] N ! n 
4 ‘ ) 
/ 2 | .”) 
P, und Pa in der Abbildung) als asymptotische Kurven besitzt. Beobachtungen vom 
(rewichte pn ‚ deren Bildpunkte zwischen den beiden Aesten der Aequipräzisionskurve 


liegen, vergrößern die (renauiekeit des zu ihrer AÄrgumentenabszisse berechneten 
Funktionswertes, Beobachtungen, deren Bildpunkte außerhalb liegen, verkleinern sie. 


I 11 
| I 


Fir den besonderen Fall, dab lauter gleichgewichtige Beobachtungen vorliegen, 
ist der mittlere Fehler des zum Argeumente x, nach Hinzutreten einer n + Iten Beobach- 


tune x, y vom Gewichte Eins gehörigen Funktionswertes durch die Gleichung segeben 


j 


während für den mittleren Fehler des aus den n ersten Beobachtungen errechneten 
Funktionswertes die Gleichung (55S) ungeändert bleibt Die Gleichune der aus der Be 


dinpgunge # ı“ hervorgehenden allvemeinen Grenzkurve (r, lautet 
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ın der Abbildung ist die Grenzkurve @, für a | ‚. eingezeichnet. Die Abszisse 
des Schnittpunktes 7 der Äsımptoten | ec, ist (vergl. Gl. (67)), da 
l t 
Die zentrale Grenzkurve (GG. hat die Gleichung 
! ! vn / ; NIEREN (0) 6b8”). 
Die Abschnitte der mittleren lFehlerhvperbel, der Aequivalenzhyperbel und der 
entralen Grenzkurve auf der Ordinatenachse (der letztgenannte stimmt überein mit jenem 
der Aequipräzisionskurve ind der Reihe nach 
| | 
\ / 1 
das ist im Fall » I0ü wie in der Abbildung 
' | HF 1,616: 
Die Gleichune der »Aesuipräzisionskurve« lautet 
Y ) / } + { | { N 14° 
\ 
ınd die der beiden l’arabeln, die ihre asymptotischen Kurven bilden, 
\ nm? ) ._ 
} 4 ) T ( id 
ie Abschnitte dieser beiden Parabeln auf der Ordinatenachse sind für » I0O (Abbildun« 
Auch bei »bedingten Beobachtungen“ können analoge Untersuchungen angestellt 
werden, wie es hier für »direkte«e und in dem wichtigsten Fall »vermittelnder« Beobach 
tıneen yeschehen ist Doch gelangt man da schon bei der einfachsten Problemen nicht 
mehr zu leicht durchbliekbaren Ereebnissen. 174 
Wien, im April 1922 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Neuere Integraphen. 
Von A. GALLE in Potsdam. 


ie Instrumente, welehe Integerationen ausführen, zerfallen in zwei Klassen Beiden 
eemeinsam ist, daß die zu integrierende Funktion aufgezeichnet vorliegt. Bei den 
Kurvenmessern, Planimetern, Analysatoren wird das Ergebnis an einer Registrier- 
vorrichtung, etwa an einer Skala oder an der Zeigerstellung einer Zählscheibe abgelesen. 
Sie dienen dazu, bestimmte Integrale zwischen gegebenen Grenzen zu ermitteln. 
Sollen dageren unbestimmte Integrationen ausgeführt werden, so muß auch das 


Resultat graphisch dargestellt werden. Die Instrumente, die dazu dienen, nennt man 
Integraphen. 


Das Prinzip eines Integraphen hat bereits (Coriolis 1356 angegeben, Zmurko (1861), 
Uhomson und Cavlev (1576) haben sich damit beschäftigt, 1578 haben dann Abdank- 
Abakanowiez und ziemlich gleichzeitige Bovs Integraphen konstruiert. Das Instrument 
son Abdank-Abakanowiez ist aber erst in der Gestalt, die ihm Coradi in Zürich 
rereben hat, in allgemeineren Gebrauch gekommen. 
Ganz neue Gesichtspunkte hat l’rofessor Ernst Pascal in Neapel für die Kon 
struktion von Integraphen aufgestellt. Hierbei handelte es sich noch besonders um die 


Integration von Differentialgleichungen ! Es gelang ihm nicht nur, verschiedene Instru- 
ber | rıı ING DIN | Iye | 5 1595 Petra3witsch 1897 ınd I] Jacob 1911] 
Wi I ha) t 
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mente zu erfinden, die besondern Problemen angepaßt waren, sondern arıch einzelnen 
Instrumenten Einrichtungen zu geben, die sie zur Lösung ganz verschieden zearteter 
Aufgaben befähigen. In seinem Buche »I miei Integrafi<'!) sind sie in systematischer 
Ordnung beschrieben 

Im folgenden soll die von Pascal getroliene Einteilung in zwei Gruppen beibehalten 
und demgemäß zwischen cartesischen und Polarintegraphen unterschieden werden, wobei 
der Apparat von Abdank-Abakanowicz sich den ersteren eingliedert. Im übrigen soll 
für einen zu vielseitiger Anwendung geeigneten Apparat jeder Gruppe das Prinzip und 
die Wirkungsweise etwas ausführlicher auseinander gesetzt werden Für die andern 
möge ein kurzer Hinweis auf ihre Verwendune genügen 


1. Cartesische Integraphen. Die Grundform der cartesischen Integraphen wird 
von einem rechteckigen Metallrahmen gebildet, der sich auf zwei an seinen kürzeren 
Seiten angebrachten gleich schweren Rollen und außerdem auf ein scharfrandiges Rädchen 
stützt, von dem noch die Rede sein wird (Abb. 1). Auf den beiden Rollen kann das In 
strument vorwärts und rückwärts mit sich selbst parallel auf der Ebene der Zeichnung hin 
und her gefahren werden. Ein cartesisches Koordinatensystem orientieren wir so, daß die 
Fahrtrichtung die Richtung der Abszissenachse ist; um die Vorstellung zu erleichtern, 
nehmen wir die positive Richtung nach rechts an. Die Längsseiten des Rechtecks bleiben 
der Ordinatenachse parallel, die nach hinten positiv sei Die langen Seiten dienen zugleich 
als Schienen für zwei 
kleine Wagen, den Difie 
rentialwagen auf der rech 
ten und den Integralwagen 
auf der Jinken Schiene 
Mit dem ersteren ist ein 
Stift in fester Verbindung, 
der mit Hilfe eines am 
Diiferentialwagen ange 
brachten Grifies auf der ge 
gebenen Kurve entlang ge 
führt wird. Am Integral 
wagen ist das genannte 
Rädchen befestigt, das nur 
in der nach Belieben veränderbaren Richtung seiner vertikalen Ebene auf der Unterlage 
rollen kann. Neben diesem Rädchen befindet sich, in starrer Verbindung mit ihm, eine 
Schreibfeder, welche die Integralkurve aufzeichnet 

Die beiden Waren stehen bei dem zunächst betrachteten Apparate durch eine gerad- 
linige Stange in Zusammenhang, die ich Lineal?) nennen will. Dieses l.ineal ist an einem 
Zapfen des Integralwagens drehbar befestigt, während es einen am Integralwagen befind 
lichen Zapfen in einer Nute oder einem Schlitz umfaßt, so daß dieser sich in der Richtung 
des Lineals in ihm verschieben kann. Das Rädchen ist so mit dem Lineal verbunden, 
daß seine Ebene stets in der Richtung desselben steht. 

Die erste Aufgabe, die mit dem Apparate ausgeführt wird, besteht in der Auf 
zeichnung der Koordinatenachsen. Man klemmt mit einer Schraube den Differentialwagen 
auf seiner Schiene fest, drückt den Stift auf das Papier, wo er einen Punkt kenntlich 
macht. Dann läßt man das Instrument auf seinen Rollen laufen und bringt den Auflage- 
punkt des Rädchens (oder auch die Schreibfeder) genau aul diesen Punkt, wozu der 
Integralwagen auf seiner Schiene verschoben werden muß. Indem man nun das Instrument 
rollen und die Schreibfeder herab läßt, zeichnet sie die x&- Achse Noch einfacher kann 
man beide Wagen an das vordere Ende der Schienen bringen und dann das Instrument 
rollen lassen, dann wird die Schreibfeder die Abszissenachse am vorderen Rande des 
Zeichenblattes zeichnen. 

Um die ÖOrdinatenachse zu erhalten, ist nur erforderlich, eine der Rollen des 
Instrumentes festzuklemmen. Das Rädchen wird ein wenig in die Höhe gehoben und der 
Inteeralwagen anf seiner Schiene bewegt, so beschreibt die Zeichenfeder die y-Achse 
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verfolgt man mit dem Stift eine gegebene Kurve, die Differentialkurve, so kann 
man sich die Bewegung aus zwei Komponenten zusammengesetzt denken. In der Richtung 
der x-Achse wird das ganze Instrument gerollt, die Bewegung in der Ordinatenrichtung 
wird durch Verschiebung des Differentialwagens auf seiner Schiene hervorgebracht. Be 
trachten wir die letztere zuerst, so hat sie zur Folge, daß das Lineal und damit die Ebene 
des Rädchens um den Zapfen des Integralwagens gedreht wird. Wenn dagegen das ganze 
Instrument zeefahren wird, so wird das Rädchen danach streben, seine Rollrichtung mit 
der Richtung, in der es gezogen wird, in Uebereinstimmung zu bringen und hierbei einen 
Zug auf den Integralwagen ausüben, der dadurch auf seiner Schiene bewegt wird. Das 
Rädchen bewegt sich dabei stets in der Tanpgentenrichtung der Kurve, die sein Auflagepunkt 
beschreibt 

In der praktischen Ausführung wird diese Kurve nicht von dem Rädchen, sondern 
von der Schreibfeder aufgezeichnet, was aber nur die Verschiebung der Kurve um eine 
konstante Länge in der Abszissenrichtung zur Folge hat. Ebenso wird die gegebene 
Kurve nicht vom Zapfen des Dilierentialwagens, sondern von dem Stiit durchfahren, was 
ebenfalls eine konstante Verschiebung dieser Kurve im Sinne der x-Koordinaten zur Folge 
hat. Die Abszissendilierenz der Zapfen der beiden Wagen ist eine Instrumentalkonstante, 
die auch als Maßeinheit (a) des Instrumentes bezeichnet wird, im Gegensatz zur Maßeinheit 
ier Zeichnung. Von ihr unterscheidet sich die Projektion des Abstandes von Stift und 
eder auf die x-Achse nur durch eine Konstante 


2. Theorie der cartesischen Integraphen. Die Gleichungen der Kurven 


schreiben wir in der l’orm 7, f(x). Für die gegebene Diiierentialkurve sei diese Funktion 
()(xe), während die Ordinate der Integralkurve y sein möge Ist /7 das Zentrum des 
Integralwagens (Zapfen des Rädchens), @ der Zapfen des Differentialwagens, so möge 
las Lineal @// und ebenso die Ebene des hädchens den Winkel g mit der x-Achse ein 
d , ’ 
chlielßen. Dann ist % teyp und Q(a y=atgı y und y () (x) Ist 


’ Zum 
lie kanonische Form einer linearen Diiierentialgleichung erster Ordnung, die also von 
dem Apparat integriert wird 


Ist fiir zwei entsprechende Punkte beider Kurven die Ordinate dieselbe: ( (x Y, 
so ist Y to q 0, also die Tangente der Integralkurve der x-Achse parallel und ihre 
> E d’y . 
Ordinate hat einen erößten oder kleinsten Wert Ist auch y = 0, so hat die Inte 
24 
eralkurve (im allgemeinen) einen Wendepunkt. Dies tritt dann ein, wenn Y=tg9 
= konstans ist Das ist aber der Fall, wenn sich der Stiit in der Richtung GH bewegt, 
d.h. wenn die Tangente der Dilierentialkurve ebenialls unter dem Winkel g gegen die 
xc-Achse geneigt ist Wenn also die Tangenten an entsprechenden Stellen parallel sind, 


so hat die Integralkurve einen Wendepunkt 
Verfolet man mit dem Stift die Kurve @ (x) bis zu einem gewissen Punkte und 
oibt dann dem Differentialwagen einen Ruck, damit er sich bei festgestelltem Instrument 
auf seiner Schiene bewegt, so ändert sich die Tangente der Integralkurve sprungweise. 
Wenn also die Ordinate der Differentialkurve unstetig wird, so wird die Tangente der 
Integralkurve unstetig. Wenn dagegen die Tangente der Diiierentialkurve unstetig wird, 
während ihre Ordinate stetig bleibt, so bleibt die Tangente der Integralkurve stetig. 
Wenn man daher dem ganzen Instrument eine plötzliche Rückwärtsbewegung erteilt, 
so entsteht eine Spitze der Integralkurve, da bei unveränderter Stellung des Differential 
wagens die Tangente unverändert bleibt, also bei der Rückwärtsbewegung nur in ent- 

rerengesetzter Richtung beschrieben wird. 
| Zu einer gegebenen Differentialkurve gehören unendlich viele Integralkurven, die 
dadurch entstehen, daß dem Integralwagen beliebige Anfangsstellungen auf seiner Leit- 


schiene zugewiesen werden Die lineare Diiferentialgleichung ay +y=@Q(x) hat das 
r 
alleemeine Integral „= I|Qe"da |, Dieser Ausdruck wird also durch die 


Inteeralkurve des Apparats dargestellt Bringt man die Schreibfeder auf einen Anfang: 
x 


—( und 


punkt mit der Ordinate y, und der Abszisse x,, so wird € Ayo € und für x 
a | wird die Integrationskonstante € 7 


Die auigezeichnete Kurve macht verschiedene kigenschaften des Integrals anschau 
lich. Wenn zwei Integralkurven beschrieben werden, so nähern sie sich nach der Seite 





















































der wachsenden z& einander asymptotisch entsprechend der ()rdinatendifierenz 


Sind drei oder mehr partikuläre Integrale yı, %s, % aufeezeichnet, so zeiet sich 
daß die Sehnen der Bogen aller dieser Kurven, die von zwei beliebige gewählten Senk 
rechten auf der x Achse begrenzt werden, sieh verläı 


‚eert in einem Punkte schneiden 


4 


der Beziehung konst. entsprechend, welche aussagt, daß das Verhältnis de: 


U / 

Ordinatendifferenzen von x unabhängig ist 

Auch einige lineare Differentialgeleichungen höherer (rdnunge mit konstante: 
Koeffizienten any A 7 | Hay Y A iac) können mit dem Apparate inte 
oriert werden, insbesondere wenn die a numerische Koeffizienten der aleebraischen Gleichung 
B AS 7, PR. | 4 |)’ an—=0 mit reellen Wurzeln sind! Hierzu ist eine 
Vorkehrung nötig, den Abstand der Schienen zu verändern, d. h. der Instrumental 
Konstanten verschiedene Werte geben zu Können Bei dem betrefienden Instrument 
kann a von 7 bis 16 em geändert werden Ks ersetzt dann gewissermaßen mehrer: 


Instrumente mit verschiedenen Maßeinheiten 
Eine andre Erweiterung der Änwendbarkeit wird dadurch erreicht, daß die Ebeı 
des Rädchens auch unter von null verschiedenen Winkeln zeren das Lineal mit Hilf 


eines geteilten Kreises gestellt werden kann (Abb. 2 Bezeichnet man diesen Wink: 
mit « arcig m, so heißt die Diiferentialgleichung, da tg (e«—y)= — EI Ye 
am-+ 
Y 
i L + () 4 
Von dieser Integration kann man zu einem besonderen Zwecke Gebrauch machen 
Stellt man das Rädchen senkrecht zum Lineal, ist also « 0’ undm=», so wird 
A . { . ° 
y= ,. Diese Gleichung inte 
U 


eriert man, indem der Diiierer 
tialwageen au seiner Schiene fest 
oestellt und das ganze Instru 
ment (in diesem Falle vorteil 
halter nach links) gerollt wird 
\lan erhält einen Parabelboge: 
y’=2ax, dessen Ächse parallel 
„ur x-Achse liegt. Den Scheite! 
iieser Parabel kann allerdines 
lie Feder nicht erreichen, weil 
das Rädchen sich senkrecht zuı 
c-Achse zu stellen strebt und 
daher schließlich eine weitere 
Bewegung unmöglich macht. 
Mit demselben Instrument 
kann man die Exponentialkurve, 
die Kettenlinie, die byperbolische 
Kosinuskurve und die Wahr 
scheinlichkeitskurve zeichnen. 
Zum Schluß wollen wiı 
auf die Auflösung der algebrai 
schen Gleichungen hinweisen, 





die das Instrument leistet. Wenn man (ax { : setzt eine (rleichung die man, wie 
erwähnt, mit dem Instrument zeichnen Kann, so erhält man c+CU): Wird diese 
Kurve wieder integriert, so folgt y=|-2°+ (x +0 "USW 
Ist also z. B. die Gleichung 2’ Pe ge + ı u vorgelegt, deren Ab 
g [ { o 
leitungen der Reihe nach _ x’ +px=-+g und £2-+ p sind, so integriert man zunäch 
I Eiı Beispiel Ist Y80 Y + 208 y uU + Jia ‚N es - z IS ( lie reelle 
Wurzeln 14, 10, 7 hat Die algebraische Gleichung hat eine Aehnlichkeit mit der >charakteristisch 


Gleichung « 
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U ‚indem der Stift im Anfang auf den Punkt mit deı Ordinate 1 und der Abszisse 0 
gestellt wird. Dann integriert man wiederum, indem man als Anfangsbedingung einführt, 
daß dem Punkte mit der Ordinate der Punkt mit der Ordinate g entspricht, endlich die 
dann erhaltene Kurve so, daß den unkte mit der Ordinate q9 der l’unkt der Integral 
kurve mit der Ordinate entspricht Die Schnittpunkte der letzten Kurve mit deı 
c-Achse liefern die reellen Wurzeln deı serebenen Gleichung 

3. Die Pascalschen Konstruktionen. Beim Integraphen von Abdank 


Abakanowiez ist in der Mitte des Instruments ein fester Zapien vorhanden, um den 
sich das Lineal dreht \uf letzterem läuft nun ein dritter Wagen, der dazu dient, mit 
Hilfe eines Gelenkparallelogramms die l:bene des Rädchens immer parallel dem Lineal 


zu halten. Auch hier bringt Pascal die Aenderunge an, daß das Rädchen unter einem 
beliebigen konstanten Winkel weren die Linealschiene „ehalten werden kann, wodurch 


m) _ 


der Aufgabenkreis erweitert wird, dem dieser Apparat dient. Bei der Einstellung des 


\ädchens senkrecht zur Schiene 0’) findet man den Integrallogarithmus Br. deı 
die Anzahl der Primzahlen zwischen und x mit großer Annäherung darstellt 

Fin andres Instrument hat zwei feste Zapfen; mit ihm kann die Riccatische 
(Hleichung integriert werden \uf einer Schiene, die den einen festen Zapfen ÖO mit dem 
Differentialwagen @ verbindet, läuft auch hier ein dritter Wagen S, durch den zwei 
Stangen vom andern Zapfen X und vom Integralwagen // aus geführt sind. Dadurch 


wird erreicht, dab die Verbindung des Differential- und Integralwagens immer parallel 


des Stange /ÜS bleibt, wodurch die gegenseitige I,age der beiden Wagen geregelt wird 
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Von besonderer Bedeutun® ist dann noch ein Instrument (Abb. 3), bei dem ein beweg 
licher Zapfen A (statt des festen bei Abdank) angebracht ist, um den sich das Lineal dreht. 
Entweder wird der Zapfen durch den l)ifferential- oder durch den Integralwazen bewegt. 
Hängt die Bewegung von letzterem ab, so gelingt es, damit die natürliche Differential- 
gleichung der Geschoßbewegung zu integrieren '), d. h. die differentielle Beziehung 
zwischen Neigungswinkel und Geschwindigkeit in der Geschoßbahn. Diese Aufgabe kann 
man theoretisch nur für gewisse Fälle des Gesetzes der Abhängigkeit vom L.uuftwiderstande 
lösen, dieses Instrument löst sie für ein beliebiges Gesetz, wenn dieses graphisch dar 
gestellt wird. Hängt aber die Bewegung des Zapfeus vom Differentialwagen ab, so ist 
ein solches Instrument (Abb. 4) imstande, Integralgleichungen (Volterra) zu lösen. Um 


Ss] el liest \ulcal der vo] mn erdachte Apparat ist aber 


k mplizi Li | \bb I‘ " | (r } ] ve taus 











Heft 6 (alle. Neuere Interran 


die lineare Diiierentialeleichune mit alleemeinen Koeifizienten 4 F(x)ı | 


f f . u 
Integrieren, ist noch ein Gelenkparallelogramm erforderlich, durch welches die Schien: 
/7f (Abb. 5) der von der Mitte X der Seite AB auseehenden Stanee KR ı parallel 
halten wird 
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Die Integration der Riccatischen und ebenso der Abelschen Gleichung wird aber 


auch durch ein Instrument (Abb. 6) geleistet, bei dem an Stelle des geraden Lineals, das 
die beiden Wagen verbindet, ein Kurvenlineal eingesetzt ist Bei dieser Art voı 


Instrumenten sind zwei Möglichkeiten vorhanden. Entweder ist das gekrümmte Lineal 
am Diiierential- oder am Integralwagen drehbar befestigt, während der andre Wagen 


mit seinem Zapfen in einem Schlitz des Lineals sich verschiebt Die Ebene des 
Integrierrädchens muß sich im ersteren Falle immer in die Richtung der Tangente 
der Linealkurve stellen. Die Form der Differentialgleichung, die integriert wird, ist 
y=W(W)(xz)—y) und man kann für eine gegebene Funktion " die Gestalt der Kurve 


bestimmen, die das Lineal haben muß 


Die zweite Anordnung verlegt den Drehpunkt des Lineals in den Zapfen des Integral 
wagens (Abb. 7). Das Integrierrädchen ist so mit dem Lineal verbunden, daß seine Ebene 
in die Richtung der Kurventangente fällt. Die Form des Kurvenlineals, das wieder über 
den Zapfen des andern, hier des Differentialwagens, verschiebbar ist, ist bei dieser Instru 
ment eine andre. Die Kurve ist sozusagen die längere Kathete eines rechtwinkligeen Drei 
ecks, dessen Drehpunkt die gegenüberliegende Ecke des Dreiecks ist. Diese Ausführung 
ist in mancher Beziehung, namentlich auch in bezug auf die Herstellung der Kurve sehı 
vorteilhaft, hat aber den Nachteil, daß die Beweglichkeit bei gewissen Wagenstellungen 
versagt, und nur mittels eines besondern Handgriffs gelingt es, den nötigen Antrieb 
hervorzubringen. 

Noch zwei andre Formen hat Pascal seinen Apparaten gegeben. Bei (ler einen 
läßt er die eine Schiene, nämlich die, auf der der Difierentialwagen gleitet, ganz fort 
Das Instrument (Abb. 8) hat dann eine gewisse Äehnlichkeit mit dem Schneidenplanimeter, 
aber nur insofern, als der Stift, der am Ende des Lineals oder der Stange sitzt, die gi 
sebene Kurve entlang geführt wird. Aber an Stelle der Schneide tritt hier der Integral 
wagen auf seiner Schiene und sein Rädchen. 

Endlich hat Prof. Pascal noch Integraphen ausgedacht, bei denen die Schiene, auf 
welcher der Integralwagen läuft, nicht geradlinig ist, sondern in einer bestimmten Kurven 
form zeebcgen (Abb. )). Dann können noch bei diesem neuen Tvpus wieder alle andern 
Verschiedenheiten eingeführt werden, die bei dem Instrument mit geraden Schienen erwähn! 
wurden. Auch mit diesem Apparate läßt sich die Differentialgleichung der Geschoß 
bewegung im widerstehenden Mittel integrieren, aber es muß hier lür jedes Widerstands 





































Schlen: 


s eine anders gelormte angrefertig 
rdeı hrend in dem früheren Falle es nu 
or ' eine andere Kurve zu zeichnen 


1 


VersCtnäle 


t. Polarintegraphen. Wesentlich 
sher besprochenen cartesischen Int: 


% 
a 
x DN 
> 
eraphen ist der V’olarıntegraph Auf seine Kı lune hat wohl Prof. Pascal besondern 
Wert gelegt, und eine Abbildı r desselben schm kt da itelblatt seines Buches. 

Das Instrument (Abb. I hat die Gestalt eines Kreissektors mit einem festen und 
einem dri hbaren Schenkel der« \Wiı Ki | lluı ’ an 6ıinDen retellte wWuadadranten abeelesen 
und durch eine Klemmschranube fixiert wird Beide Schenkel dienen als Schienen, der 
erste für den Diilerentialwagen, der drehbare für den Integralwagen, die im einfachsten 
Falle durch eine gerade Stang erbu n sind Die drei Stützpunkte des Instruments 
werden durch den Zapfen OO im Kreiszentrum, durch eine Walze, deren Achse mit dem 
Ende des festen Schenkels zusammenfäll nd durch d« Rand des mit dem Integral 
wagen verbundenen hädchens gebildet Das neal, die Verbindungsstange der Waren, 
ist um den Zaplen des Integralwagens drehbaı | verschiebt sich über den Zapfen des 
Differentialwarens. Die Eben: s Rädchens bildet einen konstanten, aber verstellbaren 
Winkel mit dem Lineal 

Die Wirkungsweise des Apparates übersieht man wieder am besten, wenn man 
ihn zunächst einlache Operationen ausführen läf Klemmt man die Walze iest und hebt 
den Stift des Differentialwagens und das Rädchen des Integralwagens etwas an, so dab 
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sie die Ebene der Zeiehnunge nicht berühreı so zieht die Schreibieder,. wenn man den 
Integralwagen rollen läßt, eine durch das Zentrum gehende (rerade Stellt man den 
drehbaren Schenkel unter verschiedenen Winkeln eeeen den festen, so erhält an auf 
diese Weise in O0 konvereierende (rerade. Die Wınkel. die sie untereinander bilden. kann 
man an der (Juadrantenteilunge ablesen 

Stellt man dageeen «den Interralwaeren auf seiner Schiene fest und läßt das veanze 
Instrument auf der Walze um das Zentrum rollen, so beschreibt die Ziehieder einen 
Kreis um das Zentrun Durch Veränderung der Stellune des Warens auf seiner m 
einer Teilune versehenen Schiene bekommt man konzentrische Kreise. deren Halbmesseı 
längen auf der Schiene des Integralwagens abgelesen werdeı können. 

Da sich die Waren nicht bis zum Zentrum verschieben lassen, kann man das 
Lineal vom Difterentialwaren abheben und über das Zentrum legen Stellt man dann 
das Rädchen normal zum Lineal (« 0”), so wird bei der Drehung des Apparates die 
Schreibfeder einen Kreis um den Mittelnunkt beschreibe Wenn man aber ı« 7: 60 
usw. macht, so erhält man logarıthmische Spiralen, da ın diesem Falle das hädchen eineı 
Zug auf den Integralwagen ausübt. 

Während das Rädchen sıch unter dem Inteeralwaren befindet, ist die Schreibfeder 


ı 


seitlich gegen ıhn verrückt, ın der Weise, daß beide den gleichen Abstand vom Zentrum 
haben, aber ihre beiden Radien einen konstanten Winkel. bei Pascal von 15’, miteinander 
einschließen. Dadurch wırd die Interralkurve, ohne ıhre Gestalt zu ändern, um das 
Zentrum gedreht 

Stellt man den Stilt des Diiferentialwagens aui einen Punkt der Zeichenebene ein 
und klemmt man ıhn fest, dreht dann das ganze Instrument um 15° rückwärts, so kann 
Spiralen 


y 


man nach diesem Punkte konvergierende Gerade, Kreise um ıhn als Mittelpunkt 


elichen Schenkel, der den 


usw. ziehen, ındem man bei feststehendem Apparate den bewe; 


. . I) j 1*>» . un 
Inteeralwaren trägt, nach Lösung der Schraube längs des Quadranten gleiten läßt und 
das Rädchen auf Stellungen von « 0’, 90° usw. eegen das Lineal bringt 


Man kann leicht Tangenten oder Normalen an eine Kurve mit dem Apparat zeichnen 
Hat die Schreibfeder eine Kurve bis zu einem rewissen Punkte gezogen, so hält man die 


Bewegung des Instrumentes an, löst die Schraube, mit der die Schiene des Integralwagens 


am Quadranten geklemmt ist und dreht die Schiene um den Mittelpunkt Ist « 0, 
d.h. das Rädcehen in der Richtune des Lineals,. so beschreibt die Feder die Tanente: 
ist «& 90°. so zeichnet sie die Normale an die Kurve in dem betreffenden Punkte. Man 


kann auf diese Weise auch eine beliebie eegen die Tangente reneiete Gerade ziehen. 


wenn man das Rädchen unter einem andern Winkel vereeen das Lineal einstellt. 


5. Theorie der Polarintegraphen. Eine gegebene Kurve beziehen wir bei 


diesem Apparate auf Polarkoordinaten und stellen sie in der Form » Q(#) vor. Als 

Pol gilt das Zentrum ©, und von einer beliebire gewählten Richtung durch O wird der 

Polarwinkel % gezählt Ist der Winkel des Sektors, der am Quadranten abgelesen wird, 
so bildet die Schiene des Interralwaerens mit ihr den Winkel % 0) 

Ist « 0°, also die Rollrichtung des Rädchens mit der Linealrichtung zusammen 
jallend, so ist der Winkel @ der Tanrente der Integralkurve (von der Normale auf dem 
Radius Vektor ım ositiven Sinne gezählt durch te qg seprenen Da 

+ /) ”s 
andererseits cos 9 - Ist, so wird te 9 ‚und die durch den 
N © T ’ 200 ’ 
Apparat integrierie Differentialeleichunge lautet o»cte ©, worin @ eine 
’ ds I) (dm 
willkürliche Funktion und ® eine Konstante ist. Ist «© von erschieden, so erhält man 
stalt dessen (tg « OeSEeiz! 
eG .r ) ) 
— ler (A f 

- & Lee, ( (1) l 1 »Z 

Für c ‚" erhält man natürlich die vorizre Gleichune, für « = 90° erhält man 
Ad S] uw . . n a. a 

Indlich leistet der Apparat die polare (Juadratur, indem man aus 
I COS ) u) . 


'\.) 


der ersten und letzten Gleichung für 0" die Gleichungen bekommt: 


—_ 
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li 
und 2 (4(%). Ferner kann der Apparat lineare Diiferentialgleichungen, Bernoulli 
sche und kompliziertere Differentialgleichungen integrieren 

Von andern Anwendungen sei, abgesehen von Kurvenzeichnungen, die z. T. schon 
erwähnt wurden, auf die graphische Konstruktion der Zahl z, die der Integraph von 
Abdank-Abakanowicez umständlicher zustande bringt, und auf die Winkelteilung 
hingewiesen. Ferner stellt der Apparat die Kurven für die elliptischen Integrale erster 
und zweiter Gattung her und kann zur Berechnung der besonders in der Ballistik auf 


tretenden Integrale verwendet werden 


eo m} 


. 


Für die Auflösung algebraischer Gleichungen kann nicht die Gleichung 0 = f(#) 
ohne weiteres zugrunde gelegt werden, weil der Integralwagen sich nicht dem Zentrum 


ıiber einen gewissen Abstand nähern kann. Man muß daher zwei Kurven zeichnen 
o—=f(#) +-gY($) und o=g(%), und die Aufgabe läuft dann darauf hinaus, die Werte 
von % zu bestimmen, für die f(#%)= U wird. Dazu künnen dann zwei verschiedene Ver- 


jahren verwendet werden, die indessen etwas umständlicher erscheinen als die mit den 
cartesischen Integraphen ausgeführten 

Ich bin im vorstehenden nur auf die Instrumente von Pascal eingegangen, 
einmal weil man sich über andre Apparate dieser Art durch das Werk von L. Jacob, 
le caleul mecanique (Paris 1d11) und den von mir herausgegebenen Band 15 »Mathema- 
tische Instrumente« der Sammlung Jahnke (Berlin 1012) orientieren kann, dann aber 
auch, weil diese andern Konstruktionen meist wesentlich komplizierter sind und nicht so 
vielseitire Anwendungen zulassen Als einen recht einfachen Apparat möchte ich nur 
noch den von Il. Jacob zur Lösung der Riccatischen Differentialgleichung erwähnen, 
der einem Prvtzschen Stangenplanimeter nachgebildet ist. An Stelle der Schneide tritt 
hier ein scharfrandiges Rädchen. Die Stange ist durch den Mittelpunkt eines geteilten 
Kreises hindurchgeführt; ein Durchmesser dieses horizontalen Kreises wird durch zwei 
miteinander verbundene Gelenkparallelogramme stets einer bestimmten gegebenen 
Richtung parallel gehalten, wenn der Fahrstift auf der gegebenen Kurve entlang zeeführt 
wird. Der ganze Mechanismus wird von kleinen Rollen getragen, damit der Kreis und 
die Parallelogramme sich mit möglichst wenig Reibung bewegen können. An der Stange 
ist ein Nonius angebracht, der an dem Kreise gleitet und den Winkel, den die Stange 
in irgend einem Augenblick mit der Anfangsrichtung einschließt, abzulesen gestattet. 
Die Richtung der Stange ist jederzeit Tangente der vom Berührungspunkte des Schneiden- 
rades beschriebenen Kurve. Allerdings ist dieser Apparat kein eigentlicher Integraph, 
da er die Integrationskurve nicht aufzeichnet, sondern Ablesuugen erfordert, indessen 
scheint es mir nicht schwierig, ihn noch mit einer Schreibfeder auszustatten. Zunächst 


1; A . y ; u au 
liefert der Apparat die Integration der Riccatischen Gleichung = Pu’+ Qu—+ NR nur 
in dem besonderen Fall, daß P+ MR 0 ist. Äber Jacob führt in geschickter 


Weise den allgemeinen Fall auf den besonderen zurück. Für die Abelsche Gleichung 
pu’+qu’+ rı-+-s hat er ein andres Instrument konstruiert, das dem Prinzipe 
at 
nach dem voriren ähnlich ist, aber an Stelle der Parallelführung tritt die Führung der 
Kurvenschiene in einer durch die Koeftizienten der Gleichung vorgeschriebenen Weise. 
Der Vergleich mit der von Pascal und Ajello angegebenen Integration durch den 
Apparat mit gekrümmtem Lineal dürfte aber zugunsten des letzteren ausfallen, zumal dabei 
beide Gleichungen, wenn auch durch verschieden geformte Lineale, integriert werden. 
Der Nutzen, den die Anwendung von Instrumenten, wie die Integraphen, stiften 
kann, wird besonders bei häufirer Wiederholung derselben Operation hervortreten und 
sich vornehmlich in Zeitersparnis zeigen. Es wurde ferner bereits darauf hingewiesen, 
daß die graphische Darstellung manche Eigenschaften des Resultats ungesucht und 
deutlieher zeigt, als die rechnerische Behandlung einer Aufgabe. Endlich bieten Instru- 
mente dieser Art auch ein hohes wissenschaftliches Interesse, worauf Henry S.H.Shaw 
in seinem kleinen Werke »\lechanical Integrators« (New York 1856) hinweist, indem er 
sagt: Aside from the labor-saving qualitv which most of them possess, they have a value 
arising from the fact that thev represent thoughts oi more or less complexity expressed 
in mechanism. 227 


Potsdam, Oktober 1022. 
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bran. Die Lösung des Torsionsprob,ems 
eines Stabes hat L. Prandtl auf die Be 


»Bauinzenieur«, Heft 1 und 2, 1922 


»Schweizerische Bauzeitung« 79, S. 254, 1922 
Dieselbe Bemerkung macht auch R. Maillart 


seinem eben anrzeführten Aufsatz. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 
Bemerkungen über eine besondere Art steht die die Gl. (1) lösende Rechentafel aus 
von Rechentafeln. Die allgemeine Form eine: (drei Geraden, die in einem recht- oder schief 
Gleiehune mit drei Veränderlichen #, u v®, winkelieen Koordinatensvstem x. dureh die 
welehe durch eine ausschließlich aus zeerad (leichunzen 
linieen Skalen bestehende Rechentafel welöst x 7 ’ r 
werden kann, ist B DI 
r 
A y Ben ti Dg u Gy 2) cs=mDv-+1 7 m 
Hyy+l ; (1 3) x = m(G; 1 m A __ m(y m TI, 
wobeig, w und y Funktionen von # u und ® En 2 Fr 
der Reihe nach sind und A, B usw. konstant: - URUFINR  PRRIEN ie Bar Age BD weraden 
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| einer linearen Skalierung, d.h. g=1t, y u, 
werden be ; Bi 
ver löst die Rechentafel eine Gleichung 
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Kine Tafel dieser Art enthält, wie schematisch 
\ in Abh. I anserdeutet, die Skalen y und ra 
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lie Tafı \hbb. 3 konstruiert worden. Fü 
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Die entsprechende Tafel und der Gang der 
keehnung ist schematisch in Abb. 4 angegeben 
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Gleichgewichtsform eines elastisch dehn- 
baren Fadens (elastische Keitenlinie). \) c039 


emeine Kettenlini eicnnel 0 st F der Fadenguersehnitt, 5 die örtlich: 
kanntliel Gleichgewi Kraft in d Fadenach ınd // deren Hi 
Kommen ı edacht rizontalk« ni Horizontalzug o läßt 
Ksılen elechen AJuersenni! N e*] l ’ ] N nl / /I P 3 ) wer 
\lateı e em |] # I N i 

rewicht« ( 1} 
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1/ h ' erhält und für y y, = dem Auflagerwinkel 
al E cosyg j k, In tg | ) + ku, te qı (lb) 

Aus der zweiten Gleicheewichtsbedingung 2 


folgt, wenn y das spezifische Gewicht des 
"adenmaterials bedeutet: 

di== 0, 
oder nach Weglassunge der Glieder höherer 
Ordnung: 


ssin g s+ ds) sin (q dy 


= ds sin / 5Ccosg dg ' Al. 
woraus mit Rücksicht auf (2) und Ih 


3), d. i. wegen 


=sTte Yy h s cosg hi 
dg C0OS’g 
nach einfacher Reehnungz sich er 


8 sing By 
7 





ojbt: 


al h 


= —,,.c6b) 
dg y cos?g 

Durch die beiden Differential 

beziehungen (4) und (5) ist die 

Gleiehgewichtsform des 

schen Fadens analytisch definiert. 

Multipliziert man aber (4) mit (5 
wird 


elasti 


, al d . 
Il dy / l / 

\n Stelle von (4) tritt so ein: 
neue Differentialzleichung, in der 
! und g statt 4 und / vorkommen 
Setzt man zur Abkürzun« 


7 h 

’ Ze u N , - 
=h 2 hs} ha (7), 

} E [ 


wobei 4, und A» die Dimensionen 
einer Länge haben, während Xs 
eine unbenannte Zahl ist, so er- 
hält man aus (5) und (6) 


dl= I% dy ' ha) 


di= ke dp . (6a) 
COS v4 
An Stelle von / und 4 lassen sich leicht die 
rechtwinkligen Koordinaten r und y ein- 
führen, denn es ist: 


d« ir 
dt=(d! ı (dı cosg - ke; 7 IR ($) 
COSg ; cos?gq 
dy — (d!--d)) sin y 
sin c sin < 
= kı m dg — kg dg a (9). 
COS Y cCOs G 


’ 


Das alleemeine Integral von (8) ist: 


x = — k, In te ( A r) — Rs gYp-+ E. 
N 2 j j 
woraus sich für das in Abb. I dargestellte, 
dureh die Spannweite 2 IV, die Pfeilhöhe f und 
die Fadenlänge 2/7 (im spannungslosen Zu 
stand) deflnierte Beispiel (€) W ereibt, so 
daß man für die vom linken Auflager aus 
gezählte Abszisse 


‚ T ' 
=) k, In te ( u, ä kytgy (la) 


„Ss bedeutet are Jeiveilige 
ZUGSPARRUNG 


wird. 
In ähnlicher Weise erhält man aus (9) 


1 
y=—kı — kn +L,, 


i - 


cosg 2 C09°y 


wobei für Abb. 1 C f+kyı + ka wird, wes- 

















yratl 


halb die vom Niveau des linken Auflager- 
punktes nach unten als positiv 
Ordinate den Wert 


| 1 
- \+ al — m ) ara) 
c0S Y c08“ 


7 
hat und die Pfeilhöhe sich mit 


nl )+l, ,, -1)m 


. 2. y u 1 f 
erribt. ey 


sezählte 


y + kı (1 


COS 11 


Damit ist die Gleichung der elastischen 
Kettenlinie in aller Strenge aufgestellt und 
zwar zunächst so, daß die Koordinaten x und 
y als Funktionen des Parameters y erscheinen. 

Außer den Koordinaten x und y und deren 
Sonderwerten W und f ist noch eine weitere 
Größe von Interesse, nämlich die Längen- 
änderung (»Reckung«) eines beliebigen Kur- 
venstückes gegenüber der 
(»starren«) Länge. 

Die Integration von (6a) gibt allgemein: 


Ko sin ( Ko IT ‘ 
Am / In tg ( ")+ G. 


) cos”y ‘) { ) 


spannungslosen 








ner 
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Speziell für die ın Abb. ] ezelehnete« Kurve ınan an die für die semeine Kettenlinie 701 
ist 0) A, d.i. gleich «(der gesamten Reckun; tenden Werte der Spannweite bzw. Pfeilhöhe 
vom linken Auflager I bis zur Kurvenmitte anfügen muß, um jene der elastischen Ketten 
(Scheitel O0). Dabei wird die Recekungz von linie zu erhalten Die Formel (VI) besteht 
bis zu einem beliebigen Punkt natürlich ur Gänz nur bei der elastischen 


Illa Die ji [\ ınd (V) auftretenden Zusatz- 
jeder, die wir auch sinngemäß als »elastische 
Korrektureı hezeiehnen können, haben eben- 
! nt „in | | III! ‚, wie die ı Formel (VI) definierte Länesen 
cos’ gyı inderur Reckung / /L anschauliche 
Bedeutung. Wenn wir unter 2W und f die 
Spannweite bzw. die Pfeilhöhe der zugehörigen 


11 Umformung und mechanische 
Deutung der analytischen Ergebnisse. 


- Pi 1° . na 
a meinen Kettenlinie versteheı so ist ZH 
Die im Vorstehenden gewonnenen Formeln ’ ’ 


fin a Ancr 24 ‘ ’ Ton pn‘ 24 h i ’ = 2 

für die Spannwei e 24 und die 1 feilhöh | -d laı elastischen Länsenänderune 
der elastischen Kettenlinie, sowie für die F 

elastische Längenänderung (Reckung) I des eines unter der Spannung A stehenden Fadens 


| 

Fadens sind in allen Fällen, in denen der u ee ee 3 re F. Ei= dar Alastiache 
Winkel x als Angabe vorliegt, sofort an e en L E EINEN NOENER 
wendbar. Die verschiedenen technischen Auf l,ängeenänderung eines frei herabhänesenden 
saben, für welche die Gleichung der elasti "adens nfole: ler Wirl 
schen Kettenlinie in Betracht kommt, erfordern ewijieht: 
ebenen ndlich kann die KReckung /, da die 
e Um 

is (III 
f 


festrehaltenen analvtischen Beziehungen, Di: T 


Tısd 
-_ 


aber je nach der Gruppierung der geg 
und der gesuchten Bestimmungsstück 
[ormungen der in den Ausdrücken (I) b 
lurch den Zweck der jeweils vorliegende: 

speziellen Aufgabı bestimmte Umformun; werden 

eschieht bei der elastischen Kettenlinie ganz Ih 
analog wie bei der gemeinen Kettenlinie und y 4 9 E 
es ist auch hier nörlich entweder an Stell: 


enlänge / als Parameteı a 2 57 en 2% Ma 5 / 


les Winkels £ die Bog t ' x 
| 4] ıNn yı17J N (Ie] N] 1; l j 
zu verwenden oder die Kurvenordinateı ıls . er hen WG VON 2 
5 Half n ec] ınt er Wirkune einer Zug 
„\XDponentiallunkTtion (\e] \bDSzZISSeNn r 
% PTR | na In& st während fa die elastische 
ste en I1S\W . . g ‚ 
| L.är näı ul eines lureh eine Zug 
Hier soll nur lie l[ransformatioı ler 
nal ı bh spruchten Fadı von deı 


Gl. (Il bı Il om Parameter auf en 
Parameter / bzw I, Borenläng: kurz bi 
handelt WOrGON, er in dieser Darstellung deı II] Bemd une über die Anwendung 
Unterschied zwise hen «der gemeinen un | lei I R 6% Batwichiunsee 
elastischen Kettenlinie am aurenfälligesten ist 
Mit Hilfe der goniometrischen Beziehunz Die h li Kürze halber nur für den 
B einfachst« Fall gleich hoher Auflager ent 
eln können unschwer auf 
} - uneleich hohe \uflager erweitert werden. 
und de us der Abb. la zu entnehmend: Ebenso lassen sieh übersiehtliehe Formeln 
Zusammenhanges lür den Fall ufstellen, daß der elastisch 
hnbare Faden «durch örtlich fixierte oder 


tr gi 1 lurch beweeliche Einzelzewichte (etwa Seil 


owie auf die in (7) angegebene Bedeutung Damit st die Mörlichkeit wegeben, die 


der Konstanten Ay. A», As erhält man aus (Ib), theoretischen Ererebnisse in (der technischen 
(JIb), (1IIb): Praxis anzuwenden, und zwar «dürfte sich 
L-+-Vn?+y?21 nächst in der Geodäsie hierzu Gelegenheit 

‚ In ' .. I\ ieten Verel. hierzu: Regierungsbaumeisteı 
Schuster, Zürich, Längenmessung der 

Vi?+ „21% ,) + [2 (\ hrücke über «den Firth of Forthe, Zeitschrift 
21 für \rehitektur und Ingenieurwesen, 1907, 

] en — S.506, auf welche Veröffentlichung ich im Jahre 

A Pl I917 dureh Herrn Prof. A. F. Zschetzsche 
Wi n aufimerksa eemacht wurde. Neuer- 

En ie - vi lines hat auch Herr Prof. R. Findeis inWien 
2yE h ir „egenüber die Ausgestaltung der hier 

In den Formeln (IV) und (V) sıı die ersten wiedergegebenen strengen Theorie der Ketten- 
Glieder rechts genau die eleichen wie bei deı linie für direkte Längenmessung mittels 


semeinen Kettenlinie, während die letzten Drähten als wünschenswert hingestellt. 


1) 


Addenden jane Zusatzelieden bedeuten, die Wien [" Skrobanek US 
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eilt | lorsı robl fü prismalische Körpeı 
left 219 \ 4 ‚ce | tl vi ıeden« Querschni:ten, Iinsbesonder: 
ei | 34 1921 ‚Ss e fur di nisch wıchtigen Pı 
Bir , i Cl | (uerschniılte eine Reıh 
enäaher! | 1 ber deren Ueberetı 
| | eführlen Versuchen darıı 
er\ < rd ' ein \neab emac! Wi 
( : ( E 3 I \« > ılerıal ) 
Y \ rg m A bevorhanden ıst und da 
r lung |] left vor Veröfltent u er neuen Versuch 
ere fü Ere ı A. Föppi iienen 1st. Im eısten Ab 
ı Festiokeitsl | icht I w li | chaulicher Weise die 
las Krä sr | 74 X Ss! fj 8 (rl ıdgleicl UNTEN ıckelt der zweite ent 
en | | aim, lt deren Anwendu für die exakt behandel 
ar | ‚ ren Sonderfäll vie Kreis, Kreisring, Ellips« 
el wi eichsei Dr Rechteck. Kreis mil 
häd 3 |; ei lalbkr | | jarfer Einkerbun, 
erhi ı Umla | labeı ıst als neu aul 
Zeit ı hra | PR y bıshı | Weise nicht behan 
ebnisse sich | ah N elten Vi it geraden Seil hinzuweisen 
| 1] 1) , eilt \ | ‘ uch für die nu 
I) | \ 1 x |  bra baren. durch Eı 
eilj \ ‚ em ce N Vi in sch« [.ösun 
| f vr das Quad keihena ılz vo 
I \4 r | det 
em I\ | ! \ | [orı 
estehen \f ’ ' Querschnitte belaı 
e N | ı die technisch wıchlige 
lliges Beisp | X ) HHıllsımıtlı jerlür sınd 
1; Ni esentlil on \. Föpp! fü 
em I 2 ' Fälle eDi | X u | | 
n I en Durch I 111g itlleren Spannungs 
eoreli ( iien, deren »theorelische Länge [; passend 
I ee | 1 ıbgeschätzt werden, gelangt der Verfasser für 
leriü y (, streifenarlig: Querschnitte von konstanter 
Walzeisenqueı | er reite s zu der angenäherten Formel für das 
herten Formel Ä N Wu lorsionsmoment 
rl U ol PRrf. 
Ins: eur-| | | emp! 
verd: ( eilend lie für mehrere Beispiele wie L-, T-, + Z-, 
\nsesichts e I L- und [-Eis« n ausgewertet wird. (Nach 
icht von d 1] | E01 ben Erwägungen wird auch eine Formel 
tischen Ersebni ’ Ichı Streitenquerschni't it veränderliche: 
Form und ı \ ISS1IoH Vera Il uf teil li zusammengesetzte 
SEMEINEr! f ( N kın Sstreile (| | Lt l t erschiedenen Breiten 
darsebot: lie | I17« Streilen ıst die Formel durch 
den Ingeni laugil l\rolz e Tolg | . ersetzen 
cher ’chälz: ver! \ | | | 
— (; 
schritle, di | Ordnu l latsach« 
nalerials erreicht wurden tube wır die mit oda loısionsn ent durch die Summ« 
lrage keı weg beill bejah Z er Tlorsionsmomente fi dıe einzelnen Streı 
turleı CS heint v1 { wendie d largestellt. Di eueren Versuche von 
lragı ci N ılzbaı ) IU (| 0 DR Er \ | Opp! hab ei; ot dab dı es Additions 
theoretisch rgebnisse fortgesetzt im Aug eselz 1. a. nicht zutrifft und dureh Hinzu 
zu behalten und dur besondere. Einriel fügung vo laktor: berichlist werden muß 
tungen zu JFördeı Uebersichtlich und kla In verstärklem Maße dürfte sich dieser Um- 
seschriebene Bearbeilunsen von Sondi biete land bei | 


den zusam 
il Angabe 


Bedeulung der einzelnen Er ten \ 


g von der Art der 
sebnisse und Hinweis auf die Einsehränkuns« machen die der W 
werden zu einer solchen Nutzbarmarhuns vor schlägige Versuche B« 

lem dienlich sein können uf dieselbe Weise 
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’schungsarbeıleı 


Darstellung des 


nengeselzten Querschnit 


Schienenprofile 


seltend 


las ‚)hne auf 2 


zug 


er, "11 


nehmen zu könne:ı 


untersucht! 
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ee a Dr. GERHARD KOWALEWSKI, o. Prof 
fluß des Mansı der reinen Mathematik a. d. Techn. Hochsch. 
peraturen auf di Dresden )ıı ılassischen Problem« 
igke'i der Kohlı der Analvsı des Unendlichen k.ın 
den Spezialstählen l.ehr- und Uebungsbuch für Studierende zur 
I und die zume'st Kınführung in die Infinitesimalrechnung. 2. Auf 

N die Kohlen lası \lıt 109 Fig ım Text l.cipzig 1921 
IC! te Beobach 128 

ım-Stähl IS 4100 Wr tus dem Untertitel ervorgehl deckt 
skeit behalten. b ich das Buch ınhaltlich ım Wesentlichen mil 


\rbeıl verdıent als ıblıchen IJ.ehrbtchern der Differential und 
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Mathematik und Mechanik Band 2 


Dr. 1. SCHILLER, Untersuchungen über 


minare und turbulente Strömung 
l.eipziger IHlabililalionsarbeit lorschungsar 
eıten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 
Heft 248 Verlag des Vereines deutscher Insı 
u Berlin 1922 ob 8 
cr In | lıieses Forschungsheftes unt 
heidel ıch von dem der beiden Aufsätze 
ddıeser Zeilschrift Bd.1 1921 S. 436—444 
bi. 2 1922 >. 9b6—106 durch «einige elwas 
tergehend: \usführungsen und genaue An 
ıben über di Versuchseinrichlung und die 
zelnen  \Versuchsergebnisse Wer für die 
‚dern: experimentelle Forschung in der 
IIvedromechanık Interesse besitzt, wird mil 
Vorteil die « ehendere Darstellung benutzen 


\lıses 219 


NACHRICHTEN 


Max Abraham T. Aın 16. November d. ‚Js 
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Deutsche Ingenieurwissenschaftliche Ver- 
einigung. Der vorläufige Ausschuß hat bi 
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Technisch - Wissenschaftliches Vortrags- 
wesen Berlin. Im laufenden Winter werden 
ville | I Ih | VO \ Bu | \ 
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kursen veranslaltel von denen Wil lie lol 
nden besonders hervorheben \Vorlräse zur 
Schwingungslehr: von Direktor W.llahne- 
| ın-Kiel: Kurse über Malhemaliık und Me- 
chanık von Prof. Dr. R. Fuchs-Charlolten 
buı Dr. Rückle-Berlin über Slalik und 
)vnamik von Prof Dr. M. Weber-Char 
| enburg uber Schwingungslehre von dem 
elbeı über konforme Abbildung und ihr: 
\nwendung von Prof. Wallenberg--Chaı 
| nburg; uber Wärmelehre von Dipl.-In: 
lIannenbaum AEG. Berlin Nühers \us 
‚ünflte daruber erteilt dıe Geschäftsstelle di 
I\VV ım Insenieurhaus Berlin 243 


Universitäts-Vorlesungen aus der ange- 
wandten Maihemalik. Eine Uebersicht der 
im laufenden Wintersemester an den 23 deut- 
ehen Universitäten angekündigten Vorlesun 
een und Uebuneen aus dem Gebiete der an- 
eoewandten Mathematik wird dem Leser aus 
nanchen Gründen von Interesse sein. In der 
folgenden Zusammenstellung ist die ange- 
wandte Mathematik nur im engsten Sinne 
berücksiehtigt. Nicht aufgenommen wurden 
zur Physik (auch technischen Physik) zge- 
hörende Vorlesungen, ebensowenig Astronomie, 
Geodäsie, Meteorologie usw.; Mechanik nur, 
soweit sie von Mathematikern zelesen wird. 
3 V,, 1Ü. bedeutet 3 Stunden Vorlesungen. 
I Stunde lebungen.) 

Berlin. Darstellende Geometrie. ı V. 
v,Mises, 

Geometrische Konstruktionen. 2V. v.Mises. 

Seminar über Wahrscheiniichkeitsreehnung. 

2U. v.Mises. 

\lathematisches Praktikum für Anfänger II. 

3U. v.Mises. 

Statistische Motlıoden der Naturwissenschaft 

IV. Ad. Schmidt. 
Seminar für wissenschaftliches Rechnen. 
2 U. F.Cohn. 


Bonn. Axonometrie und Perspektive N 
Beck 





Heft 6 Zusehriften 


Zeichnerische Methoden deı technischen 
Mechanik, insbesondere graphische Statik 
2V, Ruhm. 

Breslau. 

Erlanzen, Darstellende Geometrie I] up 
2U. Bilz. 

Politische Arithmetik. 2. Bilz. 

Frankfurt. Graphische und numerische Me 
thoden. 2V.,2U. Reinhardt. 

Wahrscheinliehkeitsrechnung. 53V. Brendel 

"reiburg. Mathematik des Geldverkehr 
ı V. Loewy. 

Darstellende Geometrie Il. 2V\, 2! Seith. 

Graphische Statik. 2\. Ansel, 

Gießen. Graphische Statik. Ey I | 
Falekenberg. 

Numerische und graphische Analysis. 3 V 
ıÜ, Maennchen. 

(«öttinzen. Darstellende Geometrie II. 3 \ 
2UÜ. König. 

Mathematische Statistik und Versicherun«es 
mathematik. 3V., 20. Bernstein. 

\Versicherungsreechnung mit schriftliche: 
Uebungen. 2V. Bernstein 

Ausgewählte Fragen der angewandten Math« 
natik. 2V. Runge und König. 

Mechanik der Kontinua t \ Prandtl 

Anleitung zum selbständigen Arbeiten. Täg- 
lich. Prandtl. 

(‚reifswald Mechanik schwimmender Kö: 
per (Theorie des Schiffes). 2V. \Vahlen 

Darstellende Geometrie mit lebungen. 4 Std. 
Thaer. 

Halle Graphische und numerische Methoden 
der angewandten Mathematik. 4\., I 
Doetsch 

Versicherungsmathematik. 2V.,1WU 
Doetsch. 

Hamburg. Mechanik der Kontinua. 4 \ 
1UÜ. Ostrowski. 

Seminar über höhere Mechanik. 2! Ost 
rowski. 

Versicherungswissenschaftliche Uebungen 
2U. Bruck, Riebesell, Sieveking 


ZUSCHRIFTEN AN 


Ueber Umsteuerungen. Zu dem in diese: 
Zeitschrift erschienenen Aufsatz von Hrn. W 


Jung. Ucber Umsteuerungsen Bd. 1 1021 
S.455 bis 463), möchle ich in einigen Puı 


ten Stellung nehmen 

Was die Beschleunigungskonstlruklionen aı 
belangt, so sei darauf hingewiesen, daß M 
(rübler in seinem 1917 erschienenen Buch« 
(relriebelehrex ganz allgemeine Konstruktione: 
Iür die Beschleunigungen bei zusammengesel 
ten Mechanismen angegeben hal Allerdıng 
ist die Disserlation von W. Jung, die seinen 
\ulsatz zugsrund eliegt. bereils 1915 veröffen! 
licht worden 

erner möchte ıch auf die Zwangläufigk« 
betrachtunsen «des Verfassers etwas eıngceh:« 
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leidelbere Politische Arithmetik einschl 
Versicheruneswesen. 22V, Bopp. 


Jena. Technische Mechanik II ı V, Win- 
kelmann 
(‚raphische \ethoden und eraphisches 
technen BV,1U Winkelmann 
Uebungen ın angewandter Mathematik für 
Fortzeschrittene 2Std. Winkelmann 


\nalytische Mechanik BVv. 13% Koebe 


Kiel. Graphische und numerische Methodeı 
4\, Neuendorff 

Kinleitunze in die mathematische Statistik 
2 V. 2. U. Wirtz. 

Vorträge und lebungen aus der aneewandten 


Mathematik 3 Std., l4tärie,. Wirtz. 


Köln. Politische Arithmetik 2 V, Druxes 
Versicherungesmathematik. ı $; Druxes. 


Königsberg. Versicherungsmathematik mit 
l ebuneen 5 Std Kalusa. 


Leipzig. Mechanik. 5V. Schnee. 
l’ebungzen zur darstellenden Geometrie. ?| 
Lichtenstein 
Marburg. Graphische Methoden und nume 
risch« technen. 2 U von Dalwiek. 
\lünchen Darstellende Geometrie II. ı \ 
3U Hartoes. 
Versicherungswissenschaftliche LUebungen. 


2 Std. Böhm 


\lünster. Einführune in die Versicherungs 


mathematik. 2 \ Daniel, , 
(‚raphische Methoden. 2V.,2U, Geilen. 
Graphische Statik mit lVebungen 3 Std 


Schewior., 
kostock. Mechanik. 1 V. Pohlhausen 
Numerisches und graphisches Rechnen. 2V 
Pohlhausen. 
\lechanische Grundlagen des Segelfluges. 
2V. Pohlhausen 


Tübingen 
Würzbure. 
ID)oetsch 


DEN HERAUSGEBER 


Die Ersebnisse dieser Betrachlungen sind zwaı 

Ich lalsch (l ‚ch IS! ılırı Schl Idweis ‚AU bi 
ınsltanden. was mir insbesondere deshalb wi 
sentlich erschein! weil die Zwanglauftheorn 


völlis streng behandelt und zu einfachen, durch 


ichlisen Ergebnissen geführt worden ıst! 
Verel. hierüber M. Grübler, Allgem. Eigen 
chaften der zwangrläufiren ebenen kinemat. Ketten, 
Civilingenieur 1883. S. 167 bis 200, und Ver 
handl. des Vereins zur Förderung des Gewerbe 
Heißes in Preußen 1855, S. 179 bis 223. — Ferneı 
lı.. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, I1S>>, 
Absehn. 183, S. 4253, und A. Schoenflies u 


I. Grübler, Kinematik, Eneykl. d. math. Wissen 
sehaften. Bd. IV, 1. Teilband, S. 267 bis 2% 
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let. nicht änder! |) (‚elenke sınd Kını 
; Speziel Po anzusprechen, und 
(dAINCT nich! 4 echtferlist 

um (elenkı zu bezeıch 
| dıesen dı wirklichen Gelenke als 

kıd 
resc 1. Alt. 172 
+ 
Herr W. .l e erwidert auf die Bemerkurgen 
on Hrn. H. Alt folgendes 

Das allsemeıine Verlahren der Auflösung beı 
li Untersuchung einer Zwangläuliskeil führ! 
lels zu richtiven Ergebnissen. wenn es auch 
lie vo der Krilik verpönle Anschaulichkeit 
rl dıe ein streng aulsebauten Theorie 
ıbochl Prof. Rob. Land. sicher ein ausge 
zeichnel: “orschei saol Bei der Lösung 
eleı bısh schwieriger technisch - wissen 
chaltlicher \ulsaben kommt es weniser aul 
"ob malhemalisch: Ikenntniss« An als aul 


Verliefunse bei möslichst anschau 


Darstelluns des Gesenslandes unter B« 
em ırer Hılfsmiltel 
dal | Gebrauch der reellen, nich! 
en Gelenke erlaubt sein soll 
ch Dosma. welches sıch eben 
\nschauuns richte! Durch 
lo} ist es wıssenschafltlich 


deı 128 
Ueber eine Analogie zwischen rotieren- 
der Scheibe und belasteter Kreisplatte 


Nachtrae Dureh Herrn Ober-Ine. Heinrich 


Yıı bin ich : (ESSEN \r 
| ind | Dick: un 

| PP 4 ıı der Zeil 
R | wesen 1918 

worden. worin die kreis 


[örmiere Platte von veränderlicher Dicke be- 


Insbeso ler ısI clas | 
\ / Ueber eın \nalogıe zwi 
ro| der Scheib und belasteter Kreis 


3 I2 dıeser Zeitschrift S. 922 —9b 
betrachtete Beispiel einer Platte von verän- 
er Die unter konstantem Druck im 

nten Arbeit von Hrn. Holzer schon 
durehgeführt worden. Der wesentliche Inhalt 
es Aulsalzes, nämlich die Durchführung 
wischen rotierender Scheibe und 


reisplatt: wird jedoch durch die 

\rbeit ı Ir Holzer nicht berührt 
1" er mich Ir \lexander 
4 1 (G“odinge, auf eine von ıhm ver 


[aßte, mir bisher nicht bekannt gewesene 
Abhandlung >» Beitrag zur genauen Berechnung 
r Dampfturbinenscheibenräder mit veränder- 


her Dick: Zeitschr. österr. Ins.- u. Arch 
\erein 1922 hingewiesen: auch durch dies« 


wırd der eigentliche Inahlt meiner Veröffent- 
ııchunge nicht beruhr! 


I. Föppl, München 190 


Dezember 192.) 


ın Mises, Berlin W 30. Neue Winterfeldtstraße 43 
ade. Berlin N 39 
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e/ - 
laser 
besitzen für jeden Grad 
von Fehlsichtigkeit die 
wissenschaftlich errech- 
nete, jeweils zweckmäßigste Durchbiegung — verbürgt durch 
eine in allen Arbeitsgängen, vom ersten Schliff bis zur letzten 
Politur sorgfältig überwachte, peinlichst genaue Ausführung. 
Unter vollkommener Anpassung an die Beweglichkeit des 
menschlichen Auges bieten daher Zeiss-Punktalgläser ein an- 
genehm großes Blickfeld mit gleichmäßig scharfen Bildern in 
jeder Blickrichtung von der Mitte bis zum Rande des Glases. 
Mit Zeiss-Punktalgläsern empfindet der Brillenträger auf ein- 
’ mal, was ihm bisher gefehlt, als er sich noch mit mangei- 
| haften Gläsern begnügte. — In der Berufstätigkeit und draußen 


in der freien Natur, auf der Jagd, auf dem Sportplatz, 
nirgends mehr steht er hinter dem Normalsichtigen zurück. 


ZEISS-Vorhänger 


ersetzt eine besondere Nahbrille bzw. die teuere Bifo- 
|" kalbrille Der letzteren gegenüber hat die Zeiss-Punktal- 
glasbrille mit Vorhänger den großen Vorzug der schnellen 
und leichten Abnehmbarkeit des Vorhängers, wenn 
dieser nicht gebraucht wird. Es steht alsdann dem Brillen- 
träger wieder das ganze große Blickfeld seiner Punktal- 
Fernbrille zur Verfügung und besonders der beim Treppen- 
steigen, Gehen auf unwegsamen Pfaden usw. für die Fernsicht 
so außerordentlich wichtige untere Teil des Glases, Im Be- 
darfsfalle verwandelt der Vorhänger die Punktal-Fernbrille 
im Nu auch wieder in eine Zweistärkenbrille. Jeder gute 
Optiker paßt Zeiss-Punktalgläser u. Zeiss-Vorhänger an. 






Druckschrift „Punktal 136° kostenfrei. 


CARL ZEISS/JENA 
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